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AVERTISSEMENT 



Le Train dtAlglibrt (premiere partie}.dont nous publions aii- 
v^jourd'hui la septi6me Edition, n'a subi aucune modification. 
;^ Le texte en a ^t^ revu avec soin : quelques ameliorations de 
^ detail 7 ont kik introduites. 

''^ Nous avions cru devoir, dans les editions precedentes, faire 

""i <!roit aux observations de quelques personnes, qui trouvaient trop 

;n imsiderables les dimensions du premier volume. Nous avions 

v^^done supprime les resumes qui terminaient chaque chapitre. 

Nous avions diminue le nombre des exercices, en mettant de 

c6te ceux qui etaient les plus difficiles, et qui paraissaient au- 

dessus de la portee des commenoants. En fin le chapitre sur les 

expressions qui se prisentent sous une forme inditerminee avait ete 

rayd : nous avions pense qu'il valait mieux ne s'occuper de ces 

sortes de questions qu'apris avoir etudie les proprietes des de- 

rivees. Nous avions pu^ de cette maniere, sans sacrifier rien 

d'essentiel, ramener notre premier volume dans les limites or- 

dinaires. Nous avons maintenu, pour la pr6sente edition, toutes 

ces modifications. 

H. Garcet. 

Septembre 1870 
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PLACfi EN T^TE DE LA TROISlfeME EDITION. 



M. J. BERTRiiMD nous a confix le soin de r^imprimer son Al- 
glbre. En acceptant cette mission, nous lui avons soumis le plan 
de quelques modifications qu'il a admises, et dont nous allons 
rendre compte. 

L'ouvragese compose de deux volumes. Le premier comprend 
les 6l6ments proprement dits, c'est-i-dire, le calcul alg6brique, 
la resolution des Equations du premier et du second degr^, les 
progressions, les logarithmes et leurs applications les plus sim- 
ples. Le second comprend les series, la formule da binAme, les 
complements de la th6orie des logarithmes, les fonctions d^ri- 
y6es et la tbeorie gen^rale des Equations. 

Les elements d'Alg^bre doivent fttre, k notre avis, enseign^s 
avecles plus grands details. La matiire est si abstraite en elle- 
mSme; les generalisations, que Ton rencontre tout d'abord, sont 
si importantes pour le succfts des etudes ulterieures ; les discus- 
sions, h Taide desquelles on envisage une question sous toutes 
ses faces, sont si deiicates, qu'on ne doit negliger aucun deve- 
loppement, pour initier les eieves aux methodes et aux procedi^s 
de VArithmitique universelk. Or, lorsqu'on ne consacre qu'un 
volume k I'expose de toutes les theories de TAlgebre, il est bien 
difficile de ne pas sacrifier la premiere partie k la seconde, si 
Ton ne veut pas donner au volume des dimensions trop consi- 
derables. II nous a done paru convenable et utile de partager 
Pouvrage en deux volumes. 

D'un autre cAte, la division que nous avons adoptee cor- 
respond exactement aux divisions memos de Tenseignement dans 
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les lyetes. Le premier volume renferme le d^^eloppement du 
programme de math^matiques pares et appliqu^es, il comprend 
toutes les connaissances exig^es pour Texamen du baccalaur^at 
bs sciences, et pour les ^preures d'admisi^on k l'£cole Hilitaire, 
k Vtcole Navale, k Ytcole Foresti&re et k r£cole Gentrale des 
Arts et Manufactures. II s'adresse, par consequent, k la grande 
majority des ei&ves qui suivent les cours de sciences, dans les 
itablissements d'instruction secondaire. Le second volume con- 
tient les mati&res dont la connaissance n'est exig^e que des 
candidats k I'Ecole Polytecbnique, k Ytcole Normale sup^rieure 
et k la licence is sciences math^matiques. II est destine aux 
sieves de math6matiques sp^ciales. A cet autre point de vue, la 
division en deux volumes nous a paru indispensable. 

Nous n*avons pas besoin de dire qu*en nous chargeant de 
cette troisi&me Edition, nous avons scrupuleusement respects 
les doctrines qui disdnguent ce livre des autres ouvrages Merits 
sur le m6me sujet. Depuis longtemps d^j^, nous aimons et nous 
cherchons it propager les id^es de Tauteur. Nous n'avons done 
rien change k I'esprit du livre ; et notre rdle s'est born^ k d6ve- 
lopper quelques th6ories qui s'y trouvaient, peut-6tre, trop suc- 
cinctement expos^es, et que nous avons pr6sent6es avec plus de 
details. Lorsqu'on h^site entre deiix formes, Texp^rience de 
Tenseignement conduit presque toujours, en eGfet, k pr6f£rer 
celle qui presume le moins de la penetration des auditeurs. 
Nous avons, sous ce rapport, traite nos lecteurs comme nos 
jeunes eifeves. lis nous le pardonneront, si, comme eux, ils ar- 
rivent par Iky avec moins d'efforts, k comprendre et k savoir 
aussi bien. 

Les nombreux exerckeSy proposes k la fin de chaque chapitre, 
ont ete augmentes, et classes de mani^re k graduer, autant que 
possible, les difficultes. Nous avons cru devoir indiquer, par 
un mot, la solution de chacun d'eux ; nous avons m^me donne 
tres-brievement la marche & suivre, lorsque cette solution nous 
a paru trop difficile k decouvrh*. Nous avons voulu, par 1&, 
aider relive dans ses rechercbes, tout en laissant un aliment 
suffisant k son travail. 
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Gcsexercices multiplies et leurs solutions nous.nnt forc^ de 
donner au premier volume, qui paralt aujourd*hui, des dim n • 
sioDS assez considerables; mais nous esp^rons que le lect ur 
n*aura pas k se plaindre d'une extension qui tourne au profit de 
868 etudes. 

H. Garget. 

Noyembft 1863. 
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NOT JONS PRELIllINAIRES. 

i. DiPiKiTiON DE L'ALGiBRE. — Valghbrc a pour objet dahriger^ 
dc simplifitr et surtout de giTiircUiser la resolution des questions 
que Ton pent se proposer sur les nombres. 

Pour atteindre ce but, I'alg&bre emploie les kttres et les 
signes. 

2. EsfPLOi DES LETTREs. — Les lettres repr^sentent les nombres. 
Au lieu de raisonner et d'op^rer, comme en arithm^tique, sur 
des nombres particuliers d^sign^s d'avance, on raisonne et on 
op6re, en algfebre, sur des lettres a, 6, c^.. x, y.... Par suite, les 
demonstrations que Ton donne et les regies auxquelles on 
arrive, s*appliquant k tons les nombres indistiuctement, sont 
generates. 

3. SiGNEs alg]6briques. — Les nombres devant rester ind^ter- 
min^s^ on ne pent pas efTcctuer les operations, et il faut se bor- 
ner k les indiquer k Taide de certains signes abreviatifs. 

Les signes usites en alg^bre sont les sui?ants : 

+ est le signe de Taddition ; il se prononcep/iw; 7 + 5 indique 

la somme des deux nombres 7 et 5. 
— est le signe de la soustraction ; il se prononce mains: 7 — 5 

indique la diCTerenee entre les deux nombres 7 et 5. 
. Alo. B. I" Partie 1 
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X est le signe de la multiplication; il se prononce multiplii 
par; 4X5 indique le produit des deux nombres 4 et 5. On in- 
dique aussi la multiplication par un point; ainsi Ton £crit 4.5. 
On supprime souvent ces signes, lorsque les nombres sont reprt- 
sent6s par des lettres; et Ton se borne k indiquer la multipli- 
cation, en 6crivant les facteurs Tun apr^s I'autre, ab au lieu 
de, ax^, ou de a.b. Cetle simplification ne peut 6tre adoptee 
pour les facteurs num6riques; car elle conduirait, par exemple, 
h repr^senter de la m6me mani&re le nombre 54 et le produit 
5X4. 

: signifie divisi par; 5 : 7 indique le quotient de la division 
du nombre 5 par le nombre 7. On indique aussi les divisions en 
^crivant le diviseur au-dessous du dividende^ et en s^parant les 

5 

deux termes par une barre horizontale ; - indique le quotient 

de la division de 5 par 7. 

Lorsque les divers facteurs d*un produit sont 6gaux entre eux, 
on se borne k 6crire Tun deux, en pla^ant k droite et oAi-dessus 
de lui rindication du nombre des facteurs 6gaux que Ton doit 
multiplier ; ainsi a*repr6sente a X a, ou le carr6 de a; a* reprfe- 
sente a><.aXay ou le cube de a; a" repr6sente le produit de m 
facteurs 6gaux k a, ou la puissance m"* de a. Le nombre des 
facteurs 6gaux regoit le nom A'exposant. 

^ indique la racine carr6e ; /T" indique la racine carr6e du 
nombre 7._0n indique les racines cubique, quatrifeme.... de a, 
par \la, sja»,. En d6signant par m un nombre entier quelconque, 
\/a indique la racine rnT de a, c'est-Ji-dire le nombre qui mul- 
tiplii {m — 1) fois par lui-m6me, reproduit a. 

= exprime r6galit6 des expressions plac(5es k droite et k 
gauche de ce signe ; a = 6 exprime I'dgalitfe des deux nombres 
epr6sent6s par a et b. 

> ^*^noiiCQ plus grand que; a'^b exprime que le nombre d6- 
iflgn6 par a est plus grand que le nombre d6signe par b. 

< s'6nonce plus petit que; a<Cb exprime que le nombre d6- 
sign6 par a est plus petit que le nombre d^sign6 par b, 

Lorsqu'on place une expression entre deux parenthfeses, il 
faut regarder comme efifectu6es les op6rations qui y sont indi- 
qu^es, et la parenth^se comme exprimant le nombre qui en r6- 
sulte. Ainsi Texpression 19 -r(4 + 2—1) indique I'excSs de 19sur 
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le nombre (4-|-2 — 1), c'est-i-dire sar 5. Deratoie rexpressioa 
{a-\-b) (c — rf)fndique le produit de la somme des nombres re- 
pr6sent^s par a et b et de la diff^reace des nombres repr^sent^s 
parcel (I. 

Lorsque, dans une question, certaines quantit6s ont 6t6 re- 
presentees par des lettres, on repr6sente souvent des quatititfe 
analogies par les m^mes lettres, en leur dorinai^ uh on plu- 
sieurs accents f ou en lesaffectant de certains indices num^riqaes. 

Ainsi on 6crit a, a', a'^, a*, . . . 

et Ton 6nonce a, aprimejaseconde, a tierce..,.; , 

ou bien Ton icrit a, Oc, a,, o,^. . .. 

et Ton ^nonce, a, a indice 1^ a indice% aindice 3.... 

Montrons maintenant, par quelques exemples, commentrem- 
ploi des lettres et des signes abr^ge ct generalise les solu- 
tions. 

4. Emploi des signes comme moyen d'abriSviation. — On 
nropose de partager 540' entre trois personnesj de telle sorte que 
la part de la premihre surpasse la part de la seconde de 48', 
et que la part de la seconde surpasse la part de la troisidme 
de 75'. 

Le problfeme serait rfesolu, si Ton connaissait la troisifeme 
part. Or la seconde vaut la troisifeme augment6e de 75'. 

La premiere, valant la seconde augment^e de 48', vaut, 
par suite, la troisifeme augment6e de 75' et de 48', c'est-i-dirc 
de 123'. 

Les trois parts valent done, en somme, trois fois la troisifeme, 
plus 75' et 123', c'est-Ji-dire plus 198'. 

Comme la somme h partager est 540', en relranchant 198' de 
540', ce qui donne 342', on obtient trois fois la troisi^me part. 

La Iroisifeme part est done le tiers de 342', ou 114'. 

Par suite, la seconde, qui vaut 75' de plus, est 6galc 
k 189'. 

Et la premiere, qui vaut 48' de plus que la s^onde, est 6gale 

k 237'. 

Comme veriQcation, on remarque que la somme des trob 
nombres 237, 189 et 1 14 est bien ^gale k 540. 

Employons maintenant les signes, et repr^sentons par une 
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letlre x la part de la troisi&me personne : nous formerons le ta- 
bleau suivant : 

Part de la troisifcme personnn. x 

Part de la seconde a? + 75 

Partde la premiere. a?4-75 + ^8> ou ic4-l23 

Somme des trois parts.. a?+a?+75+a?+ 123, ou 3a?+l98 
On a done 3a? -}- 198 = 540. 

Si de ces deux quantit6s 6gales on retranche 198, les restes 
sont 6gauz, et Ton a 

3a?=540-- 198, ou 3a? = 342. 
Par suite a?=-r-, ou a;=114. 

On volt ais6ment comment I'emploi des signes et de la lettrea?, 
pour repr^senter Tinconnue, abr^ge et facilite la solution du 
probl^me. 

tt. Emploi des lettres comme motende generalisation. — La 
m6lhode que nous venons de donner ne nous fournit qu'un r6- 
sultat isol^. Rien, dans ce r^sultat, ne nous indique les op6ra« 
lions &faire pour d^duire desdonneesla solution demand£e :et 
si nous voulions r^soudre le m^me problfeme, en changeant ces 
donn^es, il nous faudrait recommencer le raisonnement et le 
oalcul pour obtenir la solution nouvelle. Mais si Ton repr^sente 
les donn^es par des lellres, les calculs ne peuvent plus s'effectuer; 
et le r6sultat obtenii fournit la marche k suivre pour r^soudrc 
num^riquement tons les probl^mes de m^me esp^ce. 

Reprenons,eneffet,le probl^me pr6c6denl; et d^signonsparn 
le nombre k partager, par di Texcfcs de la premiere parlie sur la 
seconde, et par d^ Teic^s de la seconde sur la troisi^me. En r£- 
p6tant sur ces lettres les raisonnements du n"* 4, nous formerons 
le tableau suivant : 

Troisi6me partie x 

Seconde partie x-^-d^ 

Premifcre partie a?+rfi +^i 

So9ime des trois parties 3iC + 2da -f ^i* 
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Pufsque» d'aprfes r6nonc6, n est le nomtre k partager, 

3a?4-2c?j + rfi = n. 

Soustrayant cfi et 2rf, des deux iiiembres, 

3a? = n — di — 2rf,, 
et divisant par 3^ 

x= ^3 . [1] 

Ge rtsuUat nous apprend que, pour trouver latroisihnepartjil 
fauty du nombre a partager, soustraire successivement la premUre 
difference et deux fois la seconde, puis diviser le reste par 3. 

On a ainsi une rbgle gdnerale pour r^soudre lous les problfemes 
de cette esp^ce, c'est-i-dire tous ceux dont T^nonc^ ne variera 
que par la valeur num^rique du nombre i partager et par les 
difl'6rences successives de ses parlies. 

6. FoRMULES ALG^BRiQUEs. — Lcs expressions telles que [1] 
qui indiquent la s6rie des operations k effectuer pour r^soudre 
une question, lorsque les nombres donn6s sont repr^sent^s par 
desleltres, se nomment des formules. 

On dil quelquefois que Talg^bre est la science des formules. 

7. Utility des formules. — L'a vantage qu'il y a 8i renfermer 
ainsi, dans une formule g^n^rale, un nombre infini de cas par- 
ticuliers, est une chose 6vidente en elle-meme. II n'est pas inu- 
tile cependant de le faire ressortir, d^s k present, oar quelques 
exemples. 

En premier lieu, T^nonc^ des tb^or^mes g^n^raux se trouve 
consid6rablement abr6g6, et, par 1^, plus tacile k retenir. Ainsi, 
au lieu de dire : La somme de deux nombres est la m&me dans quel- 
que ordre qu'on les ajoute; le produit de deux facteurs ne change 
pas quand on les intervertit ; pour multiplier deux puissances d'un 
m^me nombre y U suffit d*aj outer les exposants; on 6crira : 

o+6=6-|"^> ab = ba, o"'Xflt* = ^****; 

et pour qiiiconque connalt la langue alg6brique, les th6or6mes 
sont tout aussi bien ^nonc^s par ces formules que par les trois 
phrases 6crites plus haut. 

En second lieu, I'emploi des formules simplifie la demonstra- 
tion des th^or^mes. En voici un exemple : 

Un mobile se meut d!un mouvement uniforme; sa vitesse^ c'est-d," 
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dire tespacequ'ilparcoUrt dans Vunit& de iemps, eslv: quel sera 
Pespace x parcouru dans un temps t ? 

^ D*apr^s ta definition du mouvement uniforme, les espaces par - 
courus sent proportionnels aux temps ; on a done : 

* 

D'od Ton concluty en r^duisant au m6me d^nominateur, 

a?=t)r; [2] 

c'est IJi la formula demand(5e. 
On en d^duit imm^diatement les deux nouvelles formules ; 

13] f=p « = f. [4] 

La for mule [2] rend 6vidents les tMorfemcs suivants : 

Dans un mouvement uniforme^ Tespace parcouru pendant un 
temps donn6 est proportionnel h la vitesse; pour une vitiesse 
donn6e, il est proportionnel au temps ; et, en g6n6ral, il est 
^gal au produit du temps par la vitesse. 

De la formule [3] on d6duit les lh6orfemes suivants : 

Dans un mouvement uniforme, la vitesse est proporlionnelle 
k I'espace parcouru pendant un temps donn^ ; elle est en raison 
inverse du temps employ^ k parcourir un espace donn6 ; et, en 
g&n^ral, elle est 6gale au rapport de Tespace parcouru an temps 
employ^ k le parconrir. 

Enfin on conclut de la formule [4] : 

Le temps employ^ k parcourir un espace donnfi est inverse- 
ment proportionnel k la vitesse ; lorsque la vitesse est donn6e, 
le temps est proportionnel k Tespace k parcourir ; et, en g6n6- 
raly le temps est igal au rapport de I'espace parcouru k la vi- 
tesse du mobile. 

Ghacun de ces th^orfemes exigeralt one demonstration sp^ciale 
plus ou moms developp^e, si on les abordait directement * ; les 
formules [2], [3], [4], les rendent 6vidents pour tons ceux qui 
connaissent la valeur des Iocutions,'grandeurs proportionnelles 
et inversement proportionnelles. (Voir VArithm6tique.) 

* Galilee, qui ne faisait pas usage de formules, 1f a wasmst^ quatre pagesw 
(Giofmata terziUfdeMotu jequdbUi,) 
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GitoDs un autre exemple. On ddmontre en g6om6trie les 
th^or&mes suivants : 

!• Deux circTonKrences sent enlre elles comme leurs rayons : 

en d'autres termes, il exisle, entre une circonKrence G et 

son rayon R, un rapport constant 2w ; on a, par consequent, la 

fonnule 

C = 2itR. [5] 

2« Deux cercles sont entre eux comme les carr^s de leurs 
rayons. 

3« Un cercle a pour mesure le produit de sa circonf6rence par 

la mollis de son rayon ; en d'autres lermes, sa surface S est 

* R 
mesur£e par le produit C x x- , et Ton a 

S = GX^ = 2irRx|=itR». [6] 

Or cette derniSre formule rend evident le second des th6or6mes 
6nonc6s, « la surface d*un cercle est proporlionnelle au carr6 
de son rayon. » On pourrait done se dispenser d'en faire un 
theor^me distinct des deux autres ; et, surtout, on ne doit pas 
en donner une demonstration directe. 

Si Ton se bornait k Snoncer les theoremes, sans en reduire les 
consequences en formules, cette dependance des propositions 
pourrait rester inapercue. 

8. Glassification des pormules. — On nomme expression ou 
quantiU algibriqmy un ensemble de lettres et de nombres reunis 
par quelques-uns des signes des operations. Les expressions al- 
gebriques peuvent comprendre rihdication des six operations : 
addition, soustraction, multiplication, division, elevation aux 
puissances, extraction des racines. Ainsi 

a — ^b 

est une expression algebrique. 

Une expression est rationneUe^ quand aucune extraction de 
racine n'y est indiquee. Des deux expressions 

7(a?4-3)(2a+6) • , . 

be ' ^a^ + b^ — y/a+b+c-i'by 

la premiere est rationnelle, et la seconde irrationnelle. 
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line expression rationnelle, qui ne contient rindication d'au- 
cune division est dite entibre. Des deux expressions 

la premifere est entifere et la seconde est fractionnaire. 

Une expression, qui ne contient aucune indication d'addition 
ou de soustraclion, se nomme monome. Par exemple, les expres- 

3 

sions 13a'6*(?, - x^y, sont des monomes. 

On distingue dans un ponome le coefficient, les lettres et leqrs 

exposants. Le coefficient est le facleui: num^rique qui pr6cfede 

Texpression : il porte sur la quantity tout enti^re* Dans les 

3 

exemples cit6s, 13 et -sont des coefficients : ils indiquent que 

les quantit^s a'6*c, et x'^y doivent 6lre respectivement mullipli^es 

3 
par 13 et par -. L'exposant n'aflfecte que la lettre au-dessus de 

laquelle il se trouve. Ainsi Texpression 13aWc est Tindication 
abr6g6e du produit 

aXaXa>:bXbXbXbXcXl3. 

Quand un monome n'a pas de coefficient, quand une lettre n'a 
pas d'exposant, on doit les consid^rer comme ayant le coeffi- 
cient 1 ou Texpo^ant 1. 

Lorsque plusieurs monomes sont r^unispar les signes+ou — , 
Texpression est un polynome, dont ils sont les termes. On consi- 
d6re ordinairement, comme. faisant partie d'un terme, le signe 
qui le pr^c^de. Ainsi, dans le polynome 

So? — 5aa?* + 6a'a? — 4a*, 

les termes sont Saf, — 5aa?', +6a'a?, — 4a*. 

Dn terme qui n'a pas de signe est consid6r6 comme ayant le 
slgne+%Les termes affect^s du signe + sont diis positifs; les 
termes pr6c6d6s du signe — sont dits rUgatifs, 

Un polynome se nomme 6tnome, quand il a deux termes ; tri^ 
name, quand il en a trois, et ainsi de suite. 

On nomme degri d*un monome entier, la somme des expo- 
sants des lettres qui y entrent. Ainsi Texpression 7a*6'c est un 
monome du 6* degr6. 
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On dit qu'un polynome entier est homoghne, lorsque tous ses 
termes sont da mfime degr6 : ce degr6 est le degri d'homogSniiU 
du polynome. Ainsi Texpression 5a?* — 3a6a;*+4ac*a? — 2a^bc est 
un polynome homog^ne du 4* degr6. 

9. La valeur numirique d'une expression alg^brique est 
le nombre que Ton obtient, quand on remplace les - lettres 
qui y entrent par les valeurs qui leur sont attributes, et qu'on 
effectue les operations indiqu^es par les signes. Riduire une 
expression alg^brique en nombre^ c'est trouver sa valeur numi- 
rique. 

II suit de la definition pr6c6dente, que Ton pent regarder la 
valeur numirique d'un polynome comme etant la difference 
entre la somme des valeurs numeriques des termes qui sont 
precedes du signe -f- > ^t la somme des valeurs numeriques des 
terrpes qui sont precedes du signe — . 

S'il arrivait que la seconde somme Temportftt surla premiere, 
le polynome n'aurait pas de signitication. On verra bienl6t com- 
ment on doit considerer de parens resultats. 

to. Termes semblables : leur ri^duction.- — On dit que des 
termes sont semblables dans un polynome, lorsqu'ils sont com- 
poses des mfimes lettres, et que ces lettres sont affectees des 
memes exposants. Par exemple, -f- 15a'6*c, — 7a^b*c. Deux termes 
semblables ne peuvent differer que par le coefficient et par le 
signe. 

On pent toujou/rs ridmre des termes semblables en un seuL 
En efifet, si Ton rencontre dans un polynome deux termes sem-. 
blables positifs, par exemple, +7a*6 + 9a*6, on pent lesrem- 
placer par le terme unique + 16a*6. Si les deux termes sont 
negatifs, comme — 7a^b — 9a*b, on pent leur subslituer le terme 
— 16a'6. S'lls sont de signes contraires, comme + 9a*6— 7a*6, 
cette difference equivaut k + 2a'6. S'il s'agit de Texpression 
^-7a*6 — 9a»6, il est evident qu'on pent la remplacer par le 
terme — 2a*6. 

Ainsi, pour reduire plusieurs termes semblables en un seul^ 
on fait la somms des coefficients des termes pricedes du signe +> 
puis la somme des coefficients des termes precedes du signe — ; 
on.retranche ensuite la plus petite somme de la plus grande^ et 
Von met devant le reste le signe de cette derni^re somme. Enfin on 
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fait suivre ce coefficient de la partie littirale commum a torn Us 
termes. 
Par exemple le polynome 

serSdnitJi. lOa'6'— 9afr*. 



LIVRE I. 

DU CALCCL ALGEBRIQUE. 



11. Expressions ^quiyalentes. On dit que deux expres- 
sions alg^briques soni equivalentes, lorsqu'en y remplagant cha- 
cune des lettres qu'elles renferment par une valeur parliculifere, 
choisie arbitrairement, elles preonent des valeurs num^riques 
toujours 6gales entre elles. Ainsi les deux expressions (a-f-^)' 
el a* -}- 2ab -{• 6* sont iquivalentes. 

12. Operations alg^briques. Puisque toute quantity alg^- 
brique doit 6tre consid^r^e comme un nombre, on d^finit les 
opirations alg6hriques de la mdme mani^re que celles qui portent 
le m^me noin en arithm^tique. Mais les operations aig^briques 
se faisant sur des lettres, il est impossible de les ex^cuter jus- 
qu'au bout, et Ton doit se borner h les indiquer. 

Aussi le calcul algihrique consiste-t-il seulement a transformer 
tme formule en une autre plus simple^ mats iquivalente. 
Par exemple, quand on subslitue a'au produit a^Xa*, ou 

a-^-b k I'expression v^ a* + 2ab -f b% on fail une op6ratiou alg6- 
brique : et Ton dit quelquef^s que Ton effedtue le produit de 
d^ par a\ ou rextraclion de la racine carr^e de Texpression 



CHAPITRE I. 

ADDITION ET SOUSTHAGTION ALGCBRIQUES. 

§ I. Addition et soastraction des monomes. 

15. Mgle D'ADDmoN DES MONOMES. Pour additionner des nuh- 
names , on les6crit ks uns a la suite des autres^ en les siparant par 
le signe+. On forme ainsi un polynome qui est la somme cher- 
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ch6e : s'il renferme des lermes semblables, on a soin de les r6- 
duire en un seul (10). 

ExBMPLB. La somznedes monomes 4^, 35, 5c, 2a, 6&i 8c, est 

4a + 35 + 5c + 2a +.65 + 8c, 
et se rMuit k 6a + 95 + 13c 

14. Regle de soustraction des monomes. Pour soustraire 
(Tun monome un autre monome, on ecrit le second a la suite du 
premier, en les separant par le signe — . On forme ainsi un bi- 
nome, qui est la difference demand^e. Si les deux termes sont 
semblables, on les r6duit en un seul. 

ExEMPLE. La diffSrence des monomes yjla et y 35 est 

>/7a — V35« 
Gelle des monomes 8a<5'c et 5a<5'c est 

8a<53c - 5a<5«c 
et se r6duit h, 3a<5'c. 

Ges deux operations alg^briques 6tant les plus simples de 
toutes, on congoit qu'il n'y a pas lieu de les simplifier. 

S n. Addition et soustraction de3 polynomes. 

18. Principes pour l'addition et la soustraction des po- 
lynomes. L'addition el la soustraction des polynomes roposent 
sur quelques principes que nous alions 6noncer, et qui sont 
Svidents pour la plupart. • 

1" line somme reste la m&me, dans quelque ordre que Von ajoute 
ses diverses parties. 

2** Un polynome ne change pas de vdleur numeri^uCy quel que 
soil V ordre dans lequel on ecrive ses termes. II est ^gal, en effet, 
dans tons les cas, h I'exc&s de la somme de ceux qui sont pre- 
cedes du signe -|" sur la somme de ceux qui sont precedes du 
signe — (9). 

3* Pour ajouter a un nombre la somme de plusieurs autres^ il 
suf/it de lui ajouter su^cessivement chacun d*eux. 

4® Pour ajouter a un nombre la difference de deux autres^il suffit 
de lui ajouter le premier^ et de retrancher le second du risuitat. 

50 Pour retrancher d'un nombre la somme de plusieurs autres, il 
%ufpx d*en retrancher su4:cessivem£nt chacun d^eux. 
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§• Pour retrancher (Tun nombre a la diffirence (b — c) de deux 
autreSy U faut lui ajouier le second c, et retrancher le premier b du 
risullat. En effet, ^ difference entre deux nombres aet (b^c) 
ne change pas, lorsqu'on ajoute un mftme nombre c k ses deux 
termes. L'exc^s de a sur (6 — c) est done le m£me que celui de 
{a-^c) sur 6;il esl done (a-f-c-^-b). 

Ges principes s*expriment par les formules suivantes: 

a+ b +c 4-^ =(i+c4-^+»; [1] 

a — b +c — d =c-{-a — b—d; [2] 

a+ib+c +d)=a+6+c+d; [3] 

a-{-{b'-c)=:a +6— c; [4] 

a — {b'{-c)=a — b—c; [5] 

a — (b — c) = a +c — 6. [6]. 
Et ils conduisent aux regies suivantes : 

16. R&GLE d'addition des poltnomes. Pour ajouier un poly- 
nome a un nombre^ il faut lui ajouier les termes pricddds du signe -}-> 
et retrancher du risuliat les termes prec6d6s du signe — . 

Soit, en effet, h ajouter au nombre P le polynome 

a— 6-[-c— d— e+Z^i 
c'est-4-dire, k effectuer Topferalion 

P4-(a— 6+c— d— e+O. 
Le polynome, en vertu du second principe (15), pent s'6crire : 

a+c + f — b — d — e, 
et, en vertu du cinqui&me principe, il est Equivalent h 

(a+c+/)— (6+d+e). 
La sommc demand^e est done : 

f+{{a+c+f)-{b+d+e)\. 
Or, d'aprfes le quatrifeme principe, cette somme 6quivaut k 

p + (a+c + r)-(6+d+e), 
oa, d*apr6s le troisi&me et le cinqui&me, k 

P+afc+Z— &— d— e. 
C'est pr6cis6menl ce qu'il fallait d6montrer. 
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17. Ri&LE DE sousTRACTiON DES POLYNOMES. Pour fetrancher 
dun nombre un polynome, il faut ajouter a ce nombre les termes 
quiy dans le polynome^ sont precedis du signe — , et retranch&r les 
autres du risultaL 

Sort, en efifet, i retrancher de P le polynome 

a — ft-f-c — d— c+Z", 
c'est-i-dire, i'efTectuer reparation 

f^^a—b + c—d—e+f). 

Le polynome, en verlu des principes deuxifeme et cinqui6me> 

est ^gal k 

{a+c+f)^{b^d+ey, 

la difference demand6e est doHC : 

f-\{a+c+f)--ib+d+e)\. 
Or, d'aprfes les principes sixifeme, troisi^me et cinquifeme, 
^-K(^i-c + n-{b+d + e)] = V+{b + d+e)-ia+c + n 

c'est pr6cis6nient ce qu'il fallait demontrer. 

18. Remarque. L'ordre, dans lequel on 6crit les termes d'un 
polynome, 6tant indifferent (princ. 2«), on pent 6noncer les 
regies pr^cedentes en disant : 

Pour ajouter a un nombre P un polynome, il faut icrire ses diffi- 
rents termes a la suite de P, en leur conservant leurs signes. 

Pour retrancher dun nombre P un polynome, il faut icrire ses 
differents termes d, la suite de P, en changeant le signe de chacun 
d*eux» 

On devra d'ailleurs, s'il y a lieu, r6duire les termes semblables 
dans le r6sultat. 

10. ExEMt>LES DE CES DEUX OPERATIONS. Dans la pratique, lorsque les poly- 
nomeS; surlesquels on op^re, renferment des termes semblables, on les dispose 
les uns au-dessous des autres, demani^re que les termes semblables soieot dans 
une m§me colonne verticale ; etPon fait alors klafois Top^rationet la rMuction. 

ExEMPLES. 1" Effectuer Taddition : 

(4x3 «_ 5a»aj — 8a» — 4aa;>) + (2a'j; — 3*' + 7a») + (9a»— 5a»> + 5««). 
On 6crit, en intervertissant convenablement les termes : 

4«* — 4«aB* — ba*x — 8a» 

5a;' — 5aa;* -f 9a* 

et I'on a : 6x» — 9ax^ — ^a^x + 8a^ 
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2* Effectuer la soustraetion : 

(7a?6 — 8a*6* + 5a< — W) — (2a<— 4<j6«+ 4a*&— 2b*). 

On 6erit, en changeant les signes des termes du second polynome : 

5a^ + 7a»& — 8a*6» -2M 

— 2o*-4o''b + 4ay +2b< 

et I'on a : 3a* + 3a*b — Sa^b* + 4ab». 

§ III. Snonc^ plus simple des r6sultats prSc^dents. * 

20. Conventions qui introduisent lbs nombres n^gatifs 
POUR siMPLiFiER LES 6nonc£s. La forme des r6sultats pr6c6dents 
pent se simplifierSi I'aided'une convention Irfes-utile enalgfebre. 
Gette convention consiste k regarder tons les termes tant positifs 
que nigatifs (8) d'un polynome comme AJOUTfe les uns aux autres, 

Ainsi, Yonconment de regarder la difference a — b comme risuU- 
um de VaddUion de a avec ( — b), 

a— 6=a-f(— 6). [1] 

L'ezpression isol6e (—b), que Ton nomme un nombre nd^azi/; 
n'acquiert poar cela aucune signification; seulement on dit : 
ajouter ( — b), au lieu de dire : retrancher b. 

On canvient de mfime que retrancher (— b), signifie ajouter b, 

a-(-b)=a+6. [2] 

II serait absurde de chercher k d^montrer les formules [1] et 
[%] : les definitions ne se d^montrent pas. On doit remarquer 
cependant, que la convention exprim^e par la formule [2] est 
ane consequence toute naturelle de la premiere. En effet, si 
Ton ajoute ( — b) k a, on obtient, d'aprte la premiere conven- 
tion, Texpression a^b : si malntenant on retrancbe ( — b) du 
r^sultat, on a, d^apr^s la seconde convention, a — b-\-bf ou sim- 
plement a : les deux operations se detruisenl, ce qui doit etre. 
Mais si Ton ne faisait pas la seconde convention, il arriverait, 
qu*en ajoutant d'abord k un nombre a, puis en retranchant du 
r&nllat une mfime quantit6 (—6), on ne retrouverait pas le 
nombre a. Gelte nouvelle convention est done necessaire, d6s 
que Ton a adopts la premi&re. . 

fii.RjsGLE G^N^RALE d'addition. Gcs dcux convcutions per- 
mettent de reduire la r jigle d'addition k Yinonck suivant : 
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Pour ajouter deux polynomes, il faut ajouter au premier tous 
les termes du second, quels que soknt leurs signes, 
Soienty en efTet, les deux polynomes : 

leur somme est (18) : 

a — fr+c-f-m— n+p — q; 
ce qui Squivaut, d'apr^s nos conventions, k 

a — 6-|-c-|-w»4-( — w)-j-p+( — q); 
rdsultat conforme h T^noneS. 

22. R&GLE G^N^RALE DE sousTRACTioN. Les m6mes conven- 
tions permettent de r^duire la r^gle de soustraction k T^nonc^ 
suivant : 

Pour retrancher un polynome d^une quantiti quelconque A, il 
faut en retrancher successivement ses diffirents termes^ quels que 
soient leurs signes. 

Soil, en effet, k retrancher de Ale polynome m — n— p-j-g ; 
on a vu (18) que la difference est : 

A— m+n+p — ^; 
et ce risultaty d'apr^s nos conventions, ^quivaut k 

A— m— (— n)— (— p)— g; 
ce qui est conforme k r6nonc6. 

23. Remarque. L'introduction des nombres n^gatifs permet 
d'6noncer, avec plus de concision, des rfesullats auxquels cette 
forme nouvelle n'ajoule absolument rien. Nous verrons que lei 
est toujours,en alg^bre, le but de leur introduction*. 

24. Autre convention. Si Ton considire une difference (a— 6), 
el que Ton suppose b plus grand que a, rop6ralion est impos- 
sible; on convient alors de regarder r expression (a— b) comme re- 
presentant un nombre ndgatifegal a Vexces de b sur a. 

a-6=— (6— a); [3] 



* Les explications qui pr^cMent sont absolument indispensables; elles n'onl 
rien de commun avec Pemploi des nombres n6gatifs pour repr^senter les gran- 
deurs; nous ne parlerons de cette autre th^orie qa'k Toccasion des problftmes 
du premier degre. 
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Gelte convention est toute naturelle ; et, en ne la faisanc pas, on 
d^truirait I'analogie complete qui existe entre les operations 
relatives aux nombres n^gatifs et positifs. D6signons, en effet, 
par d I'exc&s de b sur a : 

a— 6 = a-^(a + d); 

SI done on applique la r^gle de soustraction (22), on aura : 

a — b=a — {a'^d)^a'-a — d = — d=z — {b — a). 

Nous prouYons ainsl, qu'il est naturel de faire la convention 
en question; mals nous ne dimontrons pas la formule [3]. Notre 
raisonnement, en effet, est fond6 sur Tapplication d'une r^gle 
de soustraction (22), qui, jusqu'ici, n'a de sens que pour des 
soustractions possibles. II est naturel et commode de I'^tendre 
i tous les cas ; mais cela n*en est pas moins arbitraire. 

25. GENERALISATION DE QUELQUEs rEsultats. La couventlon 

que nous venons de faire permet de g^n^raliser des r^sultats 

que Ton devrait, sans cela, 6noncer avec restriction; on a, par 

exemple (IS, 4«) : 

C'{'{a — 6) = c+a— 6. 

Gette formule est 6vidente, lorsque a est plus grand que b. 
Notre convenlion la rend vraie dans tous les cas ; car si a est 
moindre que 6, on a [24] : 

(a-6)=_(6-a); 

et par suite, en appliquant successivement la premiere conven- 
tion du n* 20, et le sixi^me principe du n"" 15, 

c-\'{a—b)=c — (6 — a)=c+^ — ^ 
De mdme la formule, 

c— (a— 6)=6 + (c— a), 

devient vraie, par suite de nos conventions, lors m.dme que c est 
moindre que a. Gar, en vertu de la convention (24), 

a — 6=— (6 — a). 

Done, en appliquant la 2« convention du n' 20, puis les pi i** 
cipes (18, 40 et 2<»), 

c — (a — 6)=c+(6 — a)=C'\'b — a=6+c — a. 
Alg. B. I" Partie. 2 
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D*un autre eAl£t d'apr&s les mimes oonveations, c '6Cant plus 
petit que a, 

*+.C^^^)='^ — (^ — c) = 6+c — a; 

done c — (a — 6)=6-f (<? — a). 

Si I'on reprisente une quantity negative isolie par une lettre m, 
les formules d'addjitlon et de sau&tracli(m subsistent : ^ 

A + ( — m)=:A— m, A — ( — m)=A+fli. 
Gar si Fan pose m.= — n, n^taut posilif, on a : 

A — m=A — ( — n) = A + n— A+( — "^O* 
et A4-w=A+( — w)=A — n=A — (-— wi); 

ce qui d6montre le^ deux foroGiules. 

26. Remarque, Dans les questions d^alg^bre, les yaleurs nu- 
ra^riques des lettres ne sont jamais fix6es d'avance; et lors- 
qu'on a k faire une operation alg^brique, on ne sait pas si la 
mise en nombres uU^rieure n^am^nera pas des risultats aux- 
quels ne sauraient s'appliquer les formules d^nxontr^es pour 
certains cas. II est done fort important que les formules s'ap- 
pliquent & tons les cas possibles; et Ton comprend, d'aprfes cela, 
quelle est la grande utility des conventions relatives aux nom- 
bres nfigatils. 

EXERGIGES. 

I ! 1 

I. A £ 

Deux courriers M ^t Np aroourent la ligne OB. Au depart, il3 aoat bUu^s, Tun 
en A et Tautre en B^ I. d6s distances a et & du point ; ils s'^loignent avec des 
vitesses 17 etu, dans lessens OB. Trouver des formules pour exprimer, aprds 
le temps t, la distance x des deux courriers, et la distance y du point au 
milieu de la droite qui les joint. 

On trouve : aj=6 — a + (tt — tj^l, ou »=a — b + («— ti)(, 

selon que N est «n Avant ou en arri^re de M; 

U. Trois vases contiennent dea melanges d*eau et de vin : le premier, a litresi 
d*eau, h litres de yin; le deuxi^me, a* litres d'eau, V litres de vin ; le troisi^me, 
c* litres d*eau, h" litres de vin. On prend la moiti^ du liquide contenu dans le 
premier vase, et on le verse dans le deuxi^me ; puis le tiers du liquide qui se 
trouve alors contenu dans celui-ci, et on le verse dans le troisi^me. Trouver les 
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formules qui indiquent la quantity d'eau et celle de via contenaes dans cb&que 

vase apr^s ces operations. 

On trouve: Era. Vln* 

a h 

V Tas6 — t — • 

6a*-f2a'+a 6b''+2b'4-b 
3' ^® 6 ' 6 

ni. Deux vases A et A'^ dont les capacitSs sont v et if, sont pleins^ Tun d'eau, 
I'autre de yin. A I'aide de deux mesures de mdme capacity, on extrait de chacun 
d'eiix un m^me volume u de Hquide ; et Ton verse dans A ee qui a &li pris 
dans A', et r^ciproquement. On recommence trois fois oette op^radon. Trouver 
les formules qui expriment les quantit^s de vin et d'eau contenues dans cbacui: 
des vases. 

On trouve : pour le vase A, 



1/ ■^«/«'' 



quantity d'eau = ^^--j— +1^)^^ + [-^ + T^p. 

quantity de vin = ^-^ + —r-j "V" + i 
etpour le vase A', 

quantity d'eau = ^-p- +-^ j — ?— + (—;— +!?)?» 
quantity da wii=^i-^+-j-5r- + [-^ + -^;-. 



GHAPITRE 11. 

MULTIPLICATION ALGEBRIQUE. 

27. La multiplication alg^brique comprend Irois cas: !• mul- 
tiplication d*un monome par un monome ; 2* multiplication 
d*un polynome par un monome, et vice versa ; 3^ multiplication 
d'un polynome par uii polynome. 

$ L Multiplication das moacoies. 

28. R^GLE DE MULTIPLICATION DES MONOMES. Lo prodult de 

deux monomes M et N est le monome MN. 



20 LIVRE I. 

Lorsqueles deux monomes sont entiers, qu'ils ont des coeffi- 
cients et qu'ils ren ferment certaines iettres communes, ce r6- 
sultat pent se simpliRer, et se nomme alors le produU effectui 
des deux monomes. La simplification repose sur les deux prin- 
cipes suivants, que Ton d6montre en arithm^tique : 

1* Le produit de plusieurs facteurs est ind6pendant de I'ordre 
des operations. 

2» Pour multiplier un produit de plusieurs facteurs par un 
autre produit de plusieurs facteurs, il suffit d*e£fectuer le produit 
de tons les facteurs. 

Cela pos6, soientM= 5a*6*c, N=7aV(i*. 

En verlu clu second principe, 

}IL=aaaabbbc X 5,- N = aaaaacccdd X 7, 

et par suite, iA^=aaaabbbcXhXaaaaacc€dd'X,7 ; 
ou, envertu du premier principe, 

}il]^=aaaaaaaaabbbccccddXb'X7. 

Appliquant de nouveau le second principe, 

MN=a»6Vd*x35, 

ou plus simplement, MN=35a*£»V(i*. 

La m6lhode est g6n6rale, et conduit i la rfegle suivante: 
Pour fhire le produit de deux monomes entiers, 1* on fait le pro- 
duit de leurs coefficients; 2° on 6crit a la suite, une fois chacune, les 
Iettres que ren ferment les facteurs; 3" on donne a chaque lettre un 
exposant igal a la somme de ceux dont cette lettre est affectee dans 
chaque facteur. Si une lettre n*entre que dans Pun des facteurs, on 
la met au produit avec son exposant. 

589. Produit de plusieurs monomes. Ge qui pr^c^de suffit 
pour faire la multiplication d'un norabre quelconque de mo- 
nomes. On multipliera, en effet, le premier par le second, puis 
le produit qui est un monome par le troisi^me, puis le nouveau 
produit par le quatri^me, et ainsi de suite. Alnsi : 

7a»6*e X 5a»6c' X SaV^* X ^ade = 560a*« Wd»e*. 

Par suite, la puissance m"»*d'un monome s'obtienten formant 
la puissance m*"* du coefficient, et en multi pliant par m tousles 
exposants. Ainsi : 
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S U. Multiplication d*!!!! polynome par un monome. 

50. RioLE DE tfULTiPUCATiON. Soit k multiplier le polynoiiK 

P=a — b^c — d 

par le monome m (a, b, Cy d, sont des monomes quelconques) 
Nous distinguons plusieurs cas, pour plus de clartfi. 

l"" m est entier. L'op^ration revient alors k faire Taddition de 
m polynomes 6gaux k P : 

Pm=.(a— 6+c— d)-f(a-6+c— d)+(a— d+c— d)+...; 

maiSy d'apr^s la r^gle d'addition (21), cette formule iquivaut k 

Vm=am—bm'\-cm — dm. 

Ainsi chaque terme du multiplicande est mullipli^ par le multi- 
plicateur, et conserve son signe. 

2<'m est fractionnaire de la forme -(p dtant entier). L'op6ra- 

tion revient alors, comme on le sait, k prendre la p"^ parlie du 
multiplicande ; et le r^sultat est : 

^ a b , e d, 
Pm= ; 

P P P P 

car c'est bien Ik Texpression qui, multipli6e par p, d'aprfes la 
rfegle (!•), reproduitle multiplicande (a — b-^-c^d). 
D'ailleurs cette formule pent s'6crire : 

Pfn=aX 6X- + CX-— dx-' 

p p^ p p 

ou Pm=am— 6m-f-cm — dm, 

comme dans le premier cas. 

5* m est fractionnaire de la forme -• Pour effectuer le pro- 

duit, il faut, dans ce cas, r6p6ter p fois la q"^ partie du multipli- 
cande. Or, d*apr6s le second cas, le multiplicande divis6 par q 
devient : 
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et le produit de ce rSsultat par p est : 

q q q 

car multiplier par p la q"^ parlie d'un nombre, c'est multiplier 

ce nombre par -. Done, dans ce cas, le produit est encore : 

fm =>am — 6m -f cm — dni^ 

Ainsi, dans tous les cas, pour multiplier tm polynome par un 
monom'e, on muUipUe sipar6ment par le morumie ckaque terme du 
polynome f en lui conservant le signe quHl avdit primiiwemenU 

Gomme on pent Intervertir Tordre des facteurs, qui repr&en- 
tent toujours des nombres (28), la m^me r^gle permettra de 
multiplier un monome par un polynome. Ainsi les produits 

(3a*6 — 5a*«>* + 6a&c»— kVc) X 5a6*, 
5a6» X (3<a*6— 5a»6^» + 6a6c» — 4&»c)^ 

sonl Equivalents i 15a«6'— 25a*6*+30a'6V~aOfl6^o» 

5i. McTTKE UN MONOME EN FACTfiUR. Laformulc quonous ve- 
nous de d^montrer, 

(a — h'\-c — d)m^=::am — hm-Ycm^dm 

prouve que, si les termes d'un polynome (am — bm'\-cm^dm) 
renferment un facteur commun m, on pent le supprimer dans 
chacun d'eux, ce qui donne Fexpression (a — b-^-c — rf), et 
multiplier ler^sultat par tn, c'est-^-dire Serine (a— 6-{-(;— d)m^ 
G'est ce qu*on appelle m^Ure im momvM en facteur. Ainsi les 
termes du polynome 12ftW— SaV-f-l^^'^contiennent 4aV 
comme facteur commun. On pent' done Ecrire 

12aV— 8a*a;*-f 16a*rr»=(3(M7'— 2a»+4rp*} x 4aV. 

S III. Multiplication d'un polynooie pan un polynome. 

52. Gas ou les deux poltnomes ne contiennent que des 
TERMES s^PAR^s PAR LE SIGNE -}-• Soit k multiplier le polynome 
P=c4-&+<^ par le polynome Q^=p+q+r\a^ 6, c, p, g, r dE- 
signantdes nombres quelconques, qui peuvent eus-m6mes 6lre 
repr£sent6s par des expressions alg^briques plus oisi moins com* 
pliqu6es« On a, d*apr6sla r^gle du n* 50 : 

PQ=P(p+g+r)=Pp+Pg+Pr, 
ou PQ = (a+6+c)p+(a4-6+c)g+(a+6 + (;)r. 
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Appbquant encore la r^gle (30) k chacun des produits, on a : 

rteeltat qu'on pent 6noneer ainsi: 

Lsprodidt de deux polyneme^j dont ks termes sontpositifs, est un 
polynome 6gal a la somme des produits qu'on obtient en muUipliant 
tous les termes du prffmier par chacun des termes du second. 

33. Gas ou les deux polynomes contisnnent bes< TSRins 
prec£d]£s du signe — . On pent toujaurs former an groupe de 
I'ensemble des termes qui, dans le multiplicande, soot pr6e6dfe 
du signe -{-> ct un autre groupe de Tensemble d«s termes qoi 
son! pr^c^d^s du signe — (16 y 2<'). Nommons^ces deux groupcs 
A et B. D^signons par G et D les sommes analogues dans le nml- 
tiplicateur. Les deux facteurs sont alors : 

P = A— B, Q=C— D. 
On a, en appliquant la r^gle (30) : 

PQ = P(G— D) = PG— PD = (A— B)G — (A— B)D. 
Appliquant la m^me rigle k chacun des produits partiels, on a : 

PQ = (AC — BC) — (AD.— BD), 
ou, d'apris la rfegle de soastraction des polynomes (SS), 

PQ = AG.— BC— AD + BD. 

D'ailleors AC> BG, AD^ BD, sont des produits de polynomes k 
lermes positifs : on les eCTectuera d'aprfes la r&gle du n* 32 ; puis 
on fera les additions et les soustractions indiqu^es par les signes 
On pbtiendra ainsi un polynome unique,, qui sera le produit 
demand^. Le produit de deux polynomes peut done toujours 
^tre remp)ac6 par nn polynome unique, que Ton nomme son- 
vent kur produit effectui, 

34. BfcGLB DE MULTIPLICATION DE DEUX POLYNOMES. Si Ton exa- 
mine comment le produit PQ est compost avec les termes qui 
entrent dans les deux facteurs, on remarque d'abord qu'il con- 
tient les produits de chacun des termes du multiplicande par 
chacun des termes du multlplicateur. Quant anx signes qu'il 
faut donner k chaque terme du produit, on Toit que tous les 
termes du produit partiel AC ont le signe -f, et qu'ils sont four- 
nis par des termes qui ont le signe + dans les deux facteurs ; 
que» de mfime, tous les termes da produit BD ont le signe +» 
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mais qu*jls sont fournis par des termes qui ont le signe — dans 
les deux facteurs ; qu'au contraire, les termes des deux produits 
BC et AD sont pr6c6d6s du signe — , el qu'ils sont fournis par 
des termes qui ont des signes difT^rents dans les deux facteurs. 

On conclut de Ik la r^gle suivante : 

Pour multiplier un polynome par un autre^ on muUiplie chacun 
des termes du multiplicande par chacun des termss du multiplica- 
tmr; on affecte du signe -^chacun des termss qui, dans le produitj 
proviennent de la multiplication de deux termes affectis tous deux du 
signe +, ou tous deux du signe — ; et ^on affecte du signe — chacun 
de ceux qui proviennent de la multiplication de deux termes a/fectSs 
de signes diff'irents. Puis on opbre, sHl y a lieUy la reduction des 
termes semblables. 

Gette rbgle des signes se traduit par le tableau suivant : 

— aX + 6 = — abj 
-^aX — b = — ab^ 

— ax — 'b=^'^''jLb, 

5tt.*MANI&RE PLUS SIMPLE D*^NONCER LES R^SULTATS PR^Cfi- 

DENTS. L'6nonc6 de la rfegle pr6c6dente se simplifie, si Ton consi- 
dfere, ainsi que nous Tavons d6\\ fait (20), les termes qui sont pr6- 
c6d6s du signe — , comme des nombres nigatifs ajoutis aux termes 
pr6c6dents, et si Ton adopte, en outre, les definitions suivantes : 
Le produit d'un nombre nigatif { — a) par un nombre posUif 
b, m— (axb). 

(-a) (5) = -(ax 5). [1] 

Le produit de deux nombres nigatifs ( — a) et ( — h) est a X b. 

{—a){^b)=ab. [2] 

D'aprfes ces conventions^ la rfegle de multiplication pent s'6non- 
cer en disant : leproduit de deux polynomes s'oblient en multipliant 
chacun des termes du multiplicande par chacun des termes du mul^ 
tiplicateur, et en ajoutant les risultats obtenu^. 

En effet, soit, pai exemple, h multiplier (a-b) par (c— d); 
le produit est (34) : 

ac—bc—ad+bdy 

ou, d'apr^s nos conventions, 

ac+(«6)c+(— (Oa+(— W(— d); 
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:e qui est bien la somme des produils obtenus en multipliant 
chacun des terraes a et — 6 du multiplicande par chacun des 
termes c et — d du mulliplicateur. 

50. Remarque I. II n'y a pas lieu de chercher h ddmontrer 
les formules 

[1] (^a)(6) =-06, (-a).(-6) = a6; [2] 

elles expriment des definitions. Ces definitions permettent de ren- • 
fermer sous un seul inonce les diffirents cos quHl fcUlait distinguer 
dans la rbgle de multiplication des polynomes, 

37. Remarque II. On a yu (55), que 

PQ, ou (A— B) (C— D) =AC-BC-AD+BD. [3] 

La demonstration supposait que A et G etaient respectivement 
plus grands que B et D ; les conventions, que nous venons de 
faire, rendent cette formule vraie, dans tous les cas. 

Supposons, en efTet, que Tun des facteurs soit u^gatif ; que 
I'on ait, par exemple : 

A<B, C>D. 

A— B6tantn6gatifetegal (24) k— (B— A), on a, d'apris la 
premiere convention (58) : 

PQ, ou (A— B) (C— D)=— (B— A) (C-D). 

EQectuant le produit d'apr5s la r^gle (54), on a : 

PQ= — (BG-AC— BD+AD), 

ou, d'apr&s la convention du n"" 24 : 

PQ=— BG+AG+BD— AD ; 

ce qui coincide, k I'ordre des termes pr^s, avec la for- 
mule [3]. 

Supposons, en second lieu, que les deux diflKrences A — B et 
G — D soient negatives; leur produit sera (55) le m6me que si 
elles etaienl prises positivement, et Ton aura : 

PQ, ou (A— B) (G— D) = (B— A) (D— G)=BD— AD— BC + AG ; 
ce qui est encore conforme k la formule [3]. 

58. Remarque III. Nous reprfeenterons dor^navant un poly- 
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Dome quelconque, cpielsqa^ soient les signes de ses termes, par 
une expression de la forme 

a+b + c+p+q+r; 

Qy by Cy Py Qy f d^sigDant des nombres posilifs; oa nigatifs. 
Par exemple, la formule 

. qui r^sulte imm^diatement de la r^le de multiplication,, est 
vraie, par cela mdme, quels que soient les signes des quantit6s 
d^sign^es par a et b. On pent done supposer que b y repr^seiite 
un nombre n6gatif ( — b'), Gette formule devient alors: 

(a— 60* = a*+2a(-y) + (-6')% 

ou, en appliquant les conventians (55), 

(a^by^a'—^c^' + b^ 

Le9 formules qui donnent le carr6 d'une sorame et celui d*^une 
difference se trouvent ainsi ramen^es k une seule. 
De m^me la formule 

(a -f- by = a» + 3a*6 + 3a6»+ 6», 

que Ton obtient en multi pliant les deux membres de la pr6c6- 
dente par (a 4-^)9 devient, dans les m^mes circonstances, 

(a — by = a» — 3a«y + 3a6'* — 6" ; 

de sorte que les formules qui donnent le cube d'une somme et 
celui d'une difference sont aussi ramentes k une seule. 

59. Rebiarque it. Les formules 

[1] {-a)b=-ab, {-^ayi^by^^ab, [2} 

expriment des conventions faites en siapposant que a et 6 sont 
des nombres positifs ; mais il est facile de voir que, par suite 
des m6mes conventions, ces formules ne cessent pas d'avoir 
lieu, lors m^me que a et 6 d^signent des nombres n^galifs. / 

La premiere formule peut» en effet, s'^noncer de la mani^re 
suivante : 

Siy dans un produity on change k signe de I'un des facteurs^ le 
praduit change de signe sans changer de valeuir. 

Et la seconde formule peut s*6noncer en disani : 

Sif dans un produit, on change les signes des deux facteurs^ le 
produit m change ni de signe ni de valeur. 
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Or, nos contentions rendent ces deux propositions £viden- 
tes. Gar considi§rons un produit db de deux facleurs quelcon- 
ques; si ces deux facteurs sont de m6me signe, leur produit 
est positif (55); en changeant }e signe de Tun d*eux, ils de- 
viennent de signes diff^rents, et leur produit est nigatif. G*est 
rinverse, si les deux facteurs primitils sont de signes con- 
traires. 

40. Remarque Y. Lorsque, dans un produit de plusieurs 
facteurs J quelques-uns sont n^gatifs, le produit se d^finit 
comme en arithm^tique : c*est le r6sultat obtenu en multi- 
pliant le premier facteur par le second, puis le produit effectu6 
par le troisifeme facteur, puis le r^sultat par le quatridme, et 
ainsi de suite. 

II suit de l&y que le produit aura mime valeur absolue que si tous 
hs facieur9 itaient regardds comme positifs. 11 sera prMdi du 
signe -^-^sik nombre des facteurs rUgatifs est pair^ et du signe — , 
si ce nombre est impair. 

Pour le d6montrer, remarquons que Ton peut toujours inlro- 
daire -f- 1 comme premier facteur. Dans les multiplications suc- 
cessives que Ton aura k eflectuer pour former le produit, le signe 
qui, d^aprte cela, est d'abord +, cbangera aulant de fois qu'il 
y a de facteurs n^gatifs; et comme deux cbangements cons6« 
cotifs ramteent le signe + 9 il est Evident que le signe ser^ 
+ si le nombre des cbangements est pair, et — dans le cas 
contraire. 

n rteulte ^demment de ce qui prte&de, que les puissances 
ptires d'un nombre n^gatif sont positives, et que les puissances 
impaires sont negatives. 

41. DiFlNmON DE LA DIinSION, QUAND LB DIVmBNDE ET LB 

DivisBUR NE sout PAS TOUS DEUX posihts. Si Ton nomme- qtJUH 
tient de deux nonibres A et B, un troisi^me nombre qui, mul- 
tipli6 par le diTiseur B, reproduit le dividende A, 11 r^snlte des 
conventions pr£e6dentes» que la vakur absolue du quotiemdedeux 
nombres ne dipend pas de leurs signes, et que ce quotient est.positif 
si le dividende et le diviseur oru le mtme signe, et nigatif dans le 
cas contraire. 

En effct, si le dividende est positif, le quotient doit avoir le 
m^me signe que le diviseur ; et si le dividende est n£g;atif, le 



i 



28 LIVRE I. 

quotient doit avoir un signe contraire k celui du diviseur (54). 
Gette rbgh des signes est consignee dans le tableau suivant : 

+ a: + 6 = + J, 
, , a 

— a:+6==— g, 

42. Multiplication d'un nombre quelconqub de polynomes. 
Pour (aire le produU d*un nombre quelconque de polynomes j il faut 
d*abord multiplier le premier par le second^ puis le rdsuUat par le 
troisibme^ el airisi de suite, Le produit effectu^ de deux polynomes 
6tant toujours un polynome> il sufQra, quel que soil le nombre 
des facteurs^ de savoir multiplier deux polynomes I'un par 
I'autre (54). 

Soient P|, Pt, P„ P4 les difiKrents polynomes dont on veut 
former le produit; en multipliant Pi par P|, on obtiendraun 
produit Qi, dont les termes sont (58) les produits de tons les 
termes de Pt par tons ceux de Pi; on multipliera Qi par P|, et 
on obliendra un produit Qi, qui sera la somme des produits de 
tons les termes de Qt par tons ceux de Ps, c'est-^-dire la somme 
de tons les produits de trois facteurs obtenus, en prenant un 
facteur par mi les termes de Pi, un parmi les termes de Pt, et un 
enfin parmi les termes de P|. On multipliera ensuite Qt par P4. 
Le r^sultat Qi de cette multiplication sera la somme des pro- 
duits des termes de Qt par ceux de P4, c'est-ii-dire la somme de 
tons les produits de quatre facteilrs pris respectivement dans 
les polynomes Pi, P,, P», P4. On pourra conlinuer ind^fini- 
ment le raisonnement ; et Ton verra que le produit des polynomes 
Pi» P«, P|,... Pn» ^st la somme de tous les produits de n facteurs 
formis avec un terme de P4, un terme de Pi, un terme dePt,.,,et 
un terme de P». 

§ IV. Produit des polynomes ordonn^s. 

45. Ce que c'est qu'ordonner un polynome. Ordonner un 
polynome par rapport a une lettre, c'est disposer ses tern\j3S dans 



OU CALGUL ALG£BUiQUE. 29 

un ordre tel, qu*eD les consid^rant depuis le premier jusqu'au 
dernier, les exposants de cette lettre aillent tous en diminuant, 
OU tous en augmentant. Ainsi 

8a;"+3a?*+2a;"— a?«— 1 la?+ 1 

est un polynome ordonn^ par rapport aux puissances dtcrots- 
sanies de la lettre x ; et le polynome 

. 5a*— 3a»6— 6a6» + 45* 

est ordonnS par rapport aux puissances croissantes de la lettre b, 
et aussi par rapport aux puissances d^croissantes de la lettre a. 

Un polynome est complet, lorsqu'il contient la lettre ordonna- 
trice h tous les degr^s, a partir du degr^ le plus 6Iev6. Le pre- 
mier des deux polynomes pr^c^dents est complet ; le second est 
incomplete car le terme en a^b* manque. Un polynome complet 
renferme autant de termes, plus un, qu'il y a d'unit^s dans Tex- 
posant de la lettre ordonnatrice : car il contient un terme ind6- 
pendant de la lettre ordonnatrice, ou de degri ziro. 

Lorsque plusieurs termes du polynome contiennent la lettre 
ordonnatrice avec le m^me exposant, on r^unit tous ces termes 
en un seul, en mettant en facteur (51) la puissance deceUe lettre; 
et Ton regardele mulliplicateur polynome que Ton obtlent ainsi, 
comme le coefficient de cette puissance. On place d*ailleurs ce 
coefGcient dans une parenthftse, ou bien on le dispose en colonne 
Yerticale k gauche de la puissance. 

£zEifPLB. Le polynome 

oV— 2a6af*+ 5»aj» + 2ah^ — 4&»»«— a«»» -• a?^:^ + 6<»» + 3an)««» — lab^a^ 
s'icrira 

(o»— 2a6 + &*) «*+ (2a»— 46>) «« — (a< + a»5» — 5*) «»+ (3a»6» — 2a6<)x», 
oa bien 



a* 


fl;*+2a» 


«<— a« 


«» + 3a'6» 


— 2a& 


-45* 


— o»b^ 


— 2ad« 


+ 5» 




+ 1^ 





La barre verticale s6pare ainsi de son coefficient chaque paissance de la lettre 
ordonnatrice. 

44. ExEMPLES DB MULTIPLICATIONS ORDONN^Es. Daus la pra- 
tique, on ordonne les deux facteurs par rapports la mSme lettre, 
s'ils ont une lettre commune; et i'on place le multiplicateur sous 
le multiplicande, comme en arithm^tique. Les produits partiels 
du multiplicande par chaque terme du multiplicateur sont alors 
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ordonn^s par rapport 4 la mfemc letlre ; et Ton pent facilement 
placer les termes sembUbles lesunssouslesaatres* et en op6rei 
ensuite la reduction. 

ExEMPLB I. Les deui polynomes sont complets. 

Multiplicaiide..... 3«*— Saa»— kePsfi+ 1a*x — 2«* 
Multiplicateur.,.. 2**— 5aa;»— 3a»« -f- ^ 



Produito / 2x^ 6«' — lOaos*— 8a»«* + 14<i^ir* — 4«<«« 

du j - bax^ — 15aa;«+ 25a»a;»H-20a3a^ — 35a«a^+ 10a»a^ 

par W4a> +12(i»«*— 20a*aJ»— 16a*a?+28(i«fl;— 8a» 

Produit simpUfi^. €ap»— 25aaJ*+ 8tfa;» + 6la»a;* — 47a<a5* — 27aSa;*+34a«a5— 8a' 

ExEMPLE II. Les polynomes sont incomplets. On laisse des intervalleB vides 
pour pouYOir placer les termes semblables les uns sous les autres. 

Mdtiplicande .... 5o*— 3a<5— 2a'b»+^' 
Mttltiplicaieur.. . . 3a>— 5a&'+2(* 



Produits { 3flP.. 15a»— Oa^'b — 6a»b» + 3o«b» 

QuUiplic*«{— 5«^' -25«n^+15a*5» +10a»5» — 5ob' 

par (+2*». +l<W»b»-«(»<M — 4ti»&« +'2b« 



Produit s^mplifii. 15a»— grf'b— 25a«&»+19a*b»— 6a<b<+13a»&*--4a»&«-5ab'+2b» 
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EzsMFLB m. Les polynomes ont des eo^ficients polynomes. 
MiiltipiiesB.de.. 

MuKiplicatear.. 



a> 


«»+2a» ' 


«»— a« 


— 2a> 


— 4>» 


— oV 


+J» 




+** . 


a 


flp*+a* 


3J-il» 


-^ 


— ab 


+b» 




— b* 








JOSr* ■••••.* 



^&«». . .., 



— 2a«b 
+2ab» 



— ab^.... 



— Wp, 



— a>, 



a;* + 2a* 


a* — o» 


— 4a5» 


— an»' 




+ (i5« 


— 2ft»b 


+«"& 


+4b* 


+aV 




-5» 


+ a* 


+ 20* 


— 2a»b 


— 4a«b» 


+a»b» 




— «^ 


— 2»*b 


+2aH>» 


+4oM 


— ab» 




— a»6» 


— 2anp 


+2a6» 


+ 4b* 


-b* 






— «* 




+ 2a<6 




— a«6» 




+ a?5» 




-2a6< 




+ M 



«»+3a»b* 
-2a»b' 

— 3a»b* 
+2ab» 

-.a« 

— a«b' 

+a*b 
4-a«b» 
— a6» 
+ a^b» 
+ a'b« 
-5« 
— 2o« 
+ 4a«b» 

+2a«b« 

— 4b« 



4- 3a*6' 

— 2a'b* 

— 3«Hr« 
+ 2a26* 

— 3o'M 
+ 2aM 

+o' 
+ a*5« 
— a»5< 
— o«b» 
— cft» 
+ b' 



« 



+ 2a*b* 

+ 3d»5« 
— 2ab' 



Produit 

total 
simplifi^ 



+ 3ab' 
--6» 



a»+3a« 


»«+o*b 


a;'-3a« 


a»+a» 


— 5a»b 


— 4a»b» 


■\-o?h 


+ a*b' 


+ 2a'b» 


— 2o»b'» 


+10a»b» 


+ 2a«b» 


— 3ab» 


+3ab« 


— 3rt»b« 


— 6«V 


+ 3b* 


+4b» 


+ ab» 


-.la*b» 






— 5b« 


+ 2ob« 
+ b' 



— 3a»b» 
+ 2a<b« 
+ 3tfb« 
— 2ab' 



On Yoit que, dans ee eas^ l*op4ration est plus longue, mais la r^gle est tou- 
|0UES la m6me : on multiplie toujours tout les tennes da multiplicande par tons 
ceuz du muUipUcateur , et Ton op^e la rtduction dea tennes aemblahles. 



% y« Th6orime8 et applications. 
43. NOMBRE MINIMUM DES TERBfES DU PRODUIT. Lorsque 1*011 

multiplie un polynome par un autre, on vient de voir que le 
produU peat reiifermer des termes semblables, qui se r6duisent 
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les uns avec les autres. Mai&i^ existe dans chaque produit deux 
termes au moins qui ne se riduisent avec aucun autre. Ce soiit, 
lorsqueles polynomes sont ordonn^s par rapport aux puissances 
d6croissantes d'une mfime lellre, le produit du premier terme 
du multiplicande par le* premier terme du multiplicateur, et 
celui du dernier terme du multiplicande par le dernier terme du 
multiplicateur. 

En eflfet, un terme quelconque du produit est le produit d'un 
terme du multiplicande par un terme du multiplicateur, etl'ex- 
posant de la letlre ordonnatrice dans ce terme est la sommedes 
exposants dont cette lettre est affecl6e dans les deux facteurs. 
Par consequent, dans le produit du premier terme du multipli- 
cande et du premier terme du multiplicateur, Texposant de la 
lettre ordonnatrice est la somme des exposants les plus ^lev^s; 
il est done plus fort qu'aucun autre. De m6me, dans le produit 
des derniers termes, I'exposant est la somme des exposants les 
moins 61ev6s ; il est plus faible qu'aucun autre. Les deux termes 
ainsi obtenus ne peuvent done se r^duire avec les autres. 

Le produit de deux polynomes , ouiunpolynome parun monomer 
a done tovjours au moins deux termes. II pent d'ailleurs ne ren- 
fermer que ces deux-1^. 

ExEMPLE : Multiplicande .... a?' + «• + a;* +«* + »• + »' + « +1 
Multiplicateur... . x —i 

x*-^x^ + x^ + x^ + x* + x^-\-x^ + x 
—a?' — X* — a;* — x^ — x^—x' — x — 1 



Produit simpli66. x^ — 1 

On voit qu'icl tous les termes se d6lruisent, i Texception de a^ et 
de — 1, qui sont les produits des premiers termes entre eux et 
des derniers termes entre eux. 

46. Remarque. Si les deux polynomes contiennent plusieurs 
lettres, on pourra les ordonner successivement par rapport k 
chacune d'elles; et, en appllquant la remarque pr6c6dente, on 
obtiendra un certain nombre de termes, qui devront subsister 
sans reduction dans le produit. Par exemple, si Ton mulliplie 
les deux polynomes suivants, qui sont ordonn^s par rapport 
h a, 

les termes a*xo*oua**, et (—6*) (— aft*) ou ab\ seront irridue- 
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tibles dans le produit. Mais si Ton ordonne ces deux polynomcs 
par rapport k 6, 

ce seront les produits (— a*6') (—0*6') ou o*6", et a*, a* ou a", 
qui devront subsister dans le produit. Le terme a** se pr6sente, 
comme on voit, de deux maniSres diff6renles : et nous trouvons 
seulement trois termes distincts, qui, dans le r^sultat, ne peu- 
vent iprouver aucune reduction. 

47. NOMBBE IfAXIMUM DES TERMES DU PRODUIT. Le produit 

du multiplicande par Tun des termes du multiplicateur contient 
autant de termes qu'il y en a dans le multiplicande. Done, si le 
r^sultat n'ofTre pas de termes semblable^ k r^duire, le nombre 
des termes du produit total sera leprodmt du norribre des termes du 
multiplicande par le nombre des termes du multiplicateur, G'esl 1^ 
^videmment le plus grand nombre de termes du r6sultat. 

48, Produits homogIenes. Nous nous contenterons d*6nonecr 
le th6or6me suivant : 

Le produit de plusieurs polynomes homoglnes (8) est un polynome 
homoglnCy dont le degri est la somm^ des degris des facleurs. 

49. Th£or£me. Le produit de la somme de deux nombres a eth 
par leur difference est igal a la difference des carres des deux nom- 
bres. Ge th^or^me r^sulte lmm6diatement de rapplication de la 
r^gle de multiplication au produit de (a + b) par (a — 6) : il 
fournit la formule 

(a-^5)(a — 6) = a* — 6». 

Cette formule est importante : elle sert surtout k decomposer la 
difference de deUx carres en un produit de deux facteurs^ dont Vwn 
est la somme et t autre la difference des racines. 

EXEMPLES : 

!• (a* + a6 + 67-(a« — a6 + 67=(2a» + 26*)2a6 

= kab (a* + b*) ; 
/mA-n\* (m — n\" 2m ^2n 

*• (-r-)-(-^-)=TXT="*"' 

ISO. Th^orj:me. Le carre Sun polynome est egal ii la somme des 
earris de ses differents termes^ plv^ deux fois la somme de leurs 
produits deux a deux, 

Alo. B. !'• Partie. ^ 
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Le th^or^me est connu piour ]e binome : 

{a+by=aF+2ab+bK 

U se ddmontre ais^ment pour le trinome (a-f 6 + ej. Gar re- 
pr£sentoDS par $ la somme a+b des deux premiers termes; 
nous auroDS, ea appliquant la formule prte6dente, 

Remplacant $ par sa valeur, et effectuant les calculs, noos 
aurons : 

(a+ft+c)* = (a-f-6)* + 2(a+^)(? + c« 

=a'+6*+c*+2a6-}-2ac4-26c. 

II est fiu;ile do6tendre le th^ortoie h un« polynome de n 
termes. 

Gar repr^sentons par «.1& somme des (n< — I) premiers termes; 
nous aurons : 

Si Ton suppose que le theor&me est vra! pour le polynome s^ 
5" renfenne les carr6s des termes a, 6, c;... ^ et leurs doubles 
produits deux ^ deux; ^l renftrme les doubles produits des 
termes a, by c... k parlenouveauterrae I, et P'est le carr6 de ee 
dernier terme. Done P* renferme les camSs de* tons les termes 
de P, alnsi que leurs doubles produits deux k deux. Done, si le 
thior^me a lieu pour un polynome de (n — 1) termes, il subsiste 
pour un polynome qui contient n termes, c'est-&-dire un terme 
de pius. Or il eat d£montr6 ponr un polyncnne de trois termes; 
done il subsiste pour un polynome de quatre termes^: mats, s'il 
a lieu pour un polynome de quatre termes, notre raisonnement 
montre qu'il a lieu pour un polynome de cinq termes, et ainsi 
de suite. Ainsi le tb6or&me est g6n6ral. 

On formule souvent. ainsi ee (h4or6me : 

(2a)*=:i;a«+22aft, 

le signe.S indiquant la somme d'une sidria de teioies analogues 
Jtcelui que ce signepricMe. * 

Le raisonnement que nous venons de faire,! Faide duqoal on 
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s'616ve d*tine formule d^montrfie pour un cas particulier Ji une 
formule g^n^rale, doit 6tre remarqu6 : on I'emploie souveDt en 
algibre. 

Lorsque I'on veut efifectuer dans la pratique le carr6 d'un po- 
lynome, on suit dansle calcul la marche fournie par la d6mons- 
tratioii pr^c^dente, c'est^^-dire que Ton fait le earr^ du premier 
terme, le double produit du premier par le second^ et le carr6 
du second ; puis le double produit de la somme des deux pre- 
miers par le troisi^me, et le carr6 du troisi^me ; puis le double 
produit de la somme des trois premiers par le quatriime, et Ip 
carr6 du quatri^me ; et ainsi de suite. D'ailleurs, pour nfeduire 
plus ais^ment les termes semblables, on dispose les calculs, 
comme on le voit dans Texemple suivant, de mani^re que cha- 
que ligne horizontale soit terminde par le carr6 d'un terme. 

Soit k effectu«r le carr6 du polynome 

on aura : 9sfi 

— 24a»'+16aV 

— 30a^+40a3a?*+25a*«* 

CaiT6 simplifi^.. 9«*-24<i«»— 14a*««+52a»ap*+ 3a*a?<— 12a»x»+14o«aj«— 4a'a;+a« 

5i. Remarque. Lr carri d'un polynome coruitntau moins quatre 
termes qui n'iprouventpas de reduction. Ge sont, lorsque le poly^ 
tiome est ordonn£, les deux premiers et les deux demiers. En 
€Set, soient a et p les exposants de la lettre ordonnatrice dans 
les deux premiers termes du polynome, les exposants de cette 
letlre, dans les deux premiers termes du carr6, seront 2a et a+P; 
or ces deux exposants sont difKrenls, puisque, par hypothfese, 
« > p ; et ils sont Avidemment sup^rieurs h ceux dont la lettre est 
affect^e dans les autres termes du carr£. Done ces deux termes 
ne sauraient eprouver aucune reduction. On verra de m6me, 
que le double produit des deux derniers termes du polynome et 
le carr6 du dernier sont irr^ductible*. 

EXERGIGES. 

I. D^montrer que le cube d'un polynome est Sgal i la somme des cubes 
des termes, plus trois fois la somme des produits de Tun des tennes par le 
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carr^ d'un autre, plus six fois la somme des produits des termes trois litrois; 
ou que 

(Sa)» = Sa3+3So2b-h62a6c, 

La demonstration est analogue k celle du n" SO. 

II. Verifier la formule 

{a+h+c) (a+fe— c) (a+c— &)(&+c— a)=2a«5»+2a»c*H-2l>*c*— a*— 5*— c«. 

III. Verifier r6galit6 

+ {ar^cp + dq^hsy-^- ((w— dp + br — cg)». 

IV. SI Ton pose a + & + c + d=A, 

o + b— c— d=rB, 
a— 5 + c— d=:C, 
a— 5— c + d=D; 

et; si^roa a, en mdme temps, 

ab(a» + 6»)=cd(c» + d«); 

on propose de verifier la formule 

AB(A»-hB»)=:CD(C?+D»). 
Les exercices II, III, IV, n'offrentd'autredifficult6 que la longueur des Cdlculs. 

V. Solent a;, y , jT, u,t7; «?, des nombres quelconques. Si Ton pose 

prouver que Ton a la formule 

(1+m) (1 + p) (1 + 9) (1 + r) (l+«) (l + e) 
=:(l_m) (1-p) (1-g) (1-r) (l-«) (l-Q. 

VI. D6montrer que 2yH3jJ' + 6t» est 6gal k la somme de trois carr^s. 

VII. Simplifier I'eipression 

i{«(*+l)(« + 2)+«(»-l)(«-2)}+|(a;-l)af(a?-M). 

Ontrouve xjn^ 

6 

VIII. Verifier la formule 

4 t (a'-b^) cd + (c'-d^) ab ) ^ ( (a'-b>) (c»-d») — 4abcd } »= (oH^*)* (e* +d«)*. 

IX. H6duire i'expression 

«M-l)(£+2) a?(a;4-l) ( ?a?+ 1) 

3 5 

On trouve ^-—r^. 
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X. Si Ton fait, dans le polynome, 

la substitution x = ax'+ pj^, 

il pwndra la forme Aa^ + 2B» Y + Cy '» ; 

et Ton aura la fonnule 

B» — AC = (6*— ae) (ap'— paO*. 

XI. Verifier les £galit4s 

XII. Si Ton pose * B = b' ^- be + c», C =6»c + bc», 

on aura la fonnule 4B»— 27(?=(6— c)«(26» + 5bc+2c»)* 

et, par consequents 4B» — 270* est toujours positif. 

Les formules YIIT^ X, XI, XII, se ?6rifient en effectuant les calculs: les deux 
membres deviennent alors identiques. 

XIII. D^montrer qua , si deux nombres entiers a et 5 sont tons deux pairs, 
ou tous deux impairs, la demi-somme de leurs carr^s est une somme de deux 
carr4s. 

On s'appuie sur le thior^me (50). 

XIV. Si a, &, m sont des nombres entiers, et si I'expression a*-|- 2m6' est un 
carr^, d^montrer que a' -f mh^ est la somme de deux carr^s. 

On applique le thdor^me precedent. 



CHAPITRE IIL 

DIVISION ALGEBRIQUE. 

52. Lorsqu'on a h diviser une expression alg6brique A par 
une autre B, on indique le quotient, en plagant le dividende 
au-dessus du diviseur, eten les s^parant par une barre horizon- 

A 

tule. On ^crit ^, et, le plus souvent, il est impossible de trans- 
former la formule en une autre plus simple. 
Mais lorsque A et B renferment des lettres communes, il ar- 
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rive quelqaefois que Ton peut simplifier le quotient; et c*est ce 
qtfon appelle alors effectuer la division. Nous allons 6ludier I'op^- 
ration k ce point de vue pour les monomes et les polynomes ; 
nous donnerons la r^gle k suivre dans chaque cas, et nous 6tu- 
dierons en m^me temps les conditions, sans lesquelles le calcul 
n*est pas possible. 

85. La division alg^briqne pr^sente trois cas : 1* division d*un 
monome par un monome ; 2* division d'un polynome par on 
monome ; 3<* division d'un polynome par un polynome. 

$ I. Division des monomes. 

84. RfeGLE DE DIVISION. Solt k diviser 75 a'b^c^cP par 25 o*6c"; et 
iupposons qu*il existe un monome entier qui, multipli^ par le di- 
viseur, reproduise le dividende. D'aprfes la rfegle de multiplica- 
tion (28), le coefficient 75 du dividende doit 6tre le produit dii 
coefficient 25 du diviseur par celui du quotient : ce dernier s'ob- 
tiendra done en divisant 75 par 25; il sera 3. D'apr^s la m^me 
r&gle, Texposant 7 de la lettre a dans le dividende doit £tre la 
somme de I'exposant 3 de la mSme lettre dans le diviseur, et dc 
celui de cette lettre dans le quotient; on obtiendra done ce der- 
nier en retranchant 3 de 7 ; il sera 4. De m^me I'exposant de b 
sera 3. Gomme c entre avec le m6me exposant 2 au dividende et 
au diviseur, cette lettre n'entrera pas au quotient ; et comme d 
entre au dividende sans entrer au diviseur, elle devra se trouver 
au quotient avec son exposant 5. Le quotient est done Za^h^d^, 
La m^thode est g^n^rale ; eUe conduit k la r^gle suivante : 
Pom diviser un monome entier par un autre: 1* on divise fo 
coefficient du dividende par celui du diviseur; 2« on icrit^ urn fois 
chacvne^ les lettres qui^tUrent au dividende avec u/n exposant plus 
grand qu'au diviseur ; 3* on affecte chacune de ces lettres d^un expo- 
sant igal i la di/firence de ceux qu^elle possMe dans les deux mono- 
mss. Si une lettre n^mPre qu*au dividende^ elk entre au quotient avec 
son exposant. 

88. Conditions db possibilitj^. Nous avons suppose, pour faire 
le ratsonnement, que le quotient ezistait sous forme d'un mo- 
nome entier. Or il est j6vident que cette liypothtee sera v^rifi^e, 
toutes lesfoiaque/e coefficient du dividende^seradivisitiepar^lui 
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du diviseur.; .qn*iBn onfre, les hurts du diviseur miteront touiesdans 
k dividmde; et qu*tofin Vexposant de ehacune belles au diviseur 
sera cm pius egcd a celui dont dk est affeetie au dividende. Gar si 
ees conditions sont remplies, on pouFra, en appliquant la rkgie 
(tt4), trou>ver un nionome entier, qui multipli6 par le diviseur, 
reproduira le dividende: ce sera done ie quotknt effeeiui. 

Mais si une ou plueieurs de ces trois conditions ne sont pas 
r^alis^eSy il^sera impossible d'obtenir le quotient sous forme d'un 
monome entier. Gar, si le quotient existait sous cette forme , I'e 
raisonnement et la rftgle seraient applicables, et les trois condi- 
tions devraient fitre remplies. 

Ge sont done Ik les conditions ni^cessaires et suffisantes, pour 
que la division des monomes entiers soit possible. 

36. ExposANT zi^RO. D*apr^s la rftgle que nous venous de don- 
ner, si une lettre a entre au dividende avec I'exposant m et au di- 
viseur avec Uexposant n, elle entre au quotient avec I'exposant 
m — n. Mais la demonstration suppose que Ton a m>n. Si Ton 
a fn=n, la lettre a disparalt du quotient, et la rfegle ne s'applique 
plus. Si toutefois Ton convenait de Tappliquer encore, on auralt 
a"*-* ou a*; et comme le quotient de d* par a* est 6vidcmment 
Tunite, on consenrerait i la r^le des exposants sa g6n6ralit6, en 
fdisant la convention que df repris&nte t^mdU^ quel que soit a. D'a- 
pr66 cela. 

et ce quotient n'est pas aU^r^ par la conyention, pdisque le fiic- 
teur e*=:c]. On conserve d^ailleurs aiiisi,.dans letquortientf.la 
trace d!ime lettre qui , sans . cela , disparattrait* 

Nous donncrojas plus Loia de plus grands d^&taii&fiur eette con- 
vention, qui se lie itla g6n6ralisation.(kstex{ioa8iQts» 

tt7. RteLB DK i>i!VJSioii. LeqHOtientde la division d^tm^polj- 
nome par un monome n'est jamatS'Un monome; cor le produit 
de deux monomestesttonfours^iin nionome (2B}. Ainsi, lorsque 
ce quotient exisle soais forme entifercy il ne peut^tre qu'un poly- 
nome. L'op6pation consiste dtmc, dansoe eas, A trouver un po- 
lynomequi, muUipli6 par le monome divisear^rdproduiBele po* 
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lynome dividende. Or on a vu (50), que le produit d'un polynome 
par un monome est la somme des produits de chaque terme du 
rnultiplicande par le multiplicateur. Done le quotient chercM s'oh* 
tkndra en diviscmt chaque terme du dividende par le diviseur : on 
donnera d'aill&urs & chaque quotient partiel le signe du terme du di^ 
vidende qui Ca fou^mi. Par exemple, 

^aea*^^— 24aV+28aV) : 4aV=9aa?»— 6a?*-f 7a'. 

• 158. Conditions de possibility. Si chaque terme du dividende^ 
pris isoUmenty est divisible par le diviseur, il est Evident que le 
quotient est un polynome entier, qu'on peul obtenir par Tappli- 
cation de la r^gle pr^c^dente; et la demonstration de cette r^gle 
prouve, d'aiileurs, que cette condition est nfecessaire. 

§ III. Division des polynomes. 

59. II est bien rare que Ton puisse effectuer la division d-un 
polynome par un autre, c'esl-^-dire trouver un troisitme poly- 
nome qui, multiplU par le second, reproduise le premier. Cependant 
lorsque le dividende et le diviseur adjnettent une leltre com- 
mune, il arrive qmlquefois que Ton pent meltre le quotient sous 
celle forme. Nous supposerons ici, que les deux polynomes sont 
ordonn6s par rapport aux puissances d^croissantes d'une m6me 
lettre, et nous chercherons, s'il est possible, h re presenter le quo- 
tient par un polynome ordonn6 de la m^me mani&re. . 

Le proc6d(i de division repose sur les th6or6mes suivants : 

60. ThiSor^me I. Si deux polynomes sont ordonnis suivcmt les 
puissances dicroissantes d^une mime. lettre, et que le quotient de 
leur division soil 6gal a v/n polynome ordonrU de la mime maniere, 
le premier terme de ce quotient est le quotient de la division du pre- 
mier terme du dividende par le premier terme du diviseur. 

En elTet, le quotient, multipli^ par le diviseur, doit reproduire 
le dividende. Or, le premier terme du produit de deux polyno- 
mes ordonnfe provient, sans reduction (48), du produit des pre- 
miers termes de chacun d'eux. Le premier terme du dividende 
est done le produit du premier terme du quotient par le premier 
terme du diviseur; el le premier terme du quotient r&ulte, par 
consequent, de la division du premier terme du dividende par 
le premier teritie du diviseur. 
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On peut remarquer (41), que le premier ^teriae du quotient 
sera positif ou n^gatif, suivant que le premier terme du divi- 
dende et le premier terme du diviseur auront ou n'auront pas 
le m£me signe. 

, 61. Th6orI:me II. Si Fon multiplie k diviseur par le premier 
terme du quotient ^ et si Fort retranche le produit du dividende, on 
obtiendra un reste qui, divis6 par le diviseur ^ donnera pour risultat 
l^ensemble des autres termes du quotient. 

Le dividende est 6gal, en effet, au produit du diviseur par le 
quotient. Si done on en retranche le produit du diviseur par un 
des termes du quotient, le reste sera le produit du diviseur par 
la somme des autres termes du quotient : cette somme sera, par 
suite, le quotient de la division du reste par le diviseur. 

62. RliGLE DE DIVISION. Les deux lh6or6mes pr6c6dents per- 
mettent de faire une division quelconque : ear le premier donne 
le mof en de trouver le premier terme du quotient, et le second 
ramdne la. recherche de tons les autres h une division nouvelle. 
Le premier th6orfeme, appliqu6 k cette division nouvelle, permet 
de trouver le premier terme du nouveau quotient, c'est-2i-dire 
le second terme du quotient cherch^ ; et le second th^or^me 
raoi^ne la recherche des suivants & une troisieme division, et 
ainsi de suite. 

De 1^ T6sulte cette rfegle : 

Pour diviser un polynome par un autre : aprhs les avoir ordonnes 
suivant les puissances d6croissantes d^une m£ms lettre^ on divise le 
premier terme du dividende par le premier terme du diviseur; ce qui 
donne le premier terme du quotient. On multiplie le diviseur par ce 
quotient^ et Von retranche le produit du dividende: cette soustraction 
St fait en changeant le signe de chaque terme a soustraire, et en re- 
duisant les termes semblables. On divise le premier terme du reste 
par le premier terme du diviseur; ce qui donne le second terme du 
quotient. On multiplie le diviseur par ce second terme ^ et Von retran- 
che le produit du reste. On obtient ainsi un second reste y dont on di- 
vise le premier terme par le premier terme du diviseur : ce qui donne 
le troisieme terme du quotient. On multiplie le diviseur par ce troi- 
sieme termCy et Von retranclie ce produit du second reste. On conti' 
nue ainsiyjusqu*a ce que Von trouve zero pour reste, 

Le polynome, dont on a obtenu ainsi les termes un k un, est 
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le quotient chercbd ; car, en operant d*apr6s cetle rtgie, on a re- 
tranche success! vement du dividende les produhs du diviseur 
paries diff brents termes de ce poljrnome ; puisqull ne reste 
rien» il faut que le dividende soit le produit du diviseur par ee 
polynome, c*est-ii-dire que ce polynome soit le quotient. 

6S. EzBMPLBl. 8oit i, diviset «* +6x*4-4x'— 4^^449 — 1 par's^+>» — 1 : on 
6crira, comme il suit^ le divisenr k la droite du dividende, en les s^parant par 
une barre Yerticale. 



Dividende... »* + 6»* + 4aJ* — 4«' + »— 1 
— OP* — »*+ *' 



x^'{-x — 1 diviseur. 



0?' + 5af* + 1 quotient. 



!•' reste 5** +5«»— 4fl5'+« — 1 



2* reste.... •• x^+x—i 

— x^—x + 1 





Le premier terme du quotient est x^, quotient de la division de it^ par x\ Le 
prodoit du diviseur par «• est op* +x^s^; on 6critsous le dividende ce produit 
ehang6 de signe ; ce qui r^duit la soastraction k bire use simple, reduction de 
termes semblables : et i'on obtient ainsi un premier reste hx^+bsfi^-W-^x — 1. 

Le second terme du quotient est bx^, quotient de la division de 5a^ par (t*. On 
multiplie le diviseur par Sa?*, ce qui donne 5ap*+5«®— 5«*; puis on 6crit ce pro- 
duit sous le premier reste enchangeant son signe, et I'on op^re la reduction. 
On obtient pour second- restft«'+ « — 1 . 

Le troisi^me terme du quotient est 1 , quotient de afi par x*. Si Ton multiplie 
le diviseur par 1, et qu'on retranche le produit du, second reste , on obtient pour 
reste 0. Le quotient cherch6 est done 

a;« + 5«»+l. 

On doit s*]iabttuer..& effectuer k la fois la.muUiplicatia& 4e chaque Xerme du 
diviseur par le terme trouv^ au quotient, la soustraction du terme correspon- 
dant du dividende, et la reduction des termes semblables. Le tableau du calcul 
0e r^uit alors, comme on le vbit ici : 

Dividende ... «» + 6df< + 4«* — 445* + « — 1 I i^+x—i diviseur. 
!•* reste. ... 5*< + 5*»— 4a^M-»— 1 I «'+5a^4- 1 qudtient. 

%• teste 4f*+»— 1 

.0 

EmiFUB U. Lea coelfioienta dela Isttre ocdeniiatrto».«»it:desizuttoinda litl6- 
rauz. 

Soit k diviser le polynome 

15at— 9a'i»— 26a«6» + 19«*l^— 6a<6< +,iaa?&» — 4ci?5» — 5(i5'+ 2&» 

par le polynome 

3a>— 5ab» + 26». 
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Nous nous conteoterons de. faire le tableau du calcul. 

l^nste —9a*b^ + 9a*b»-*^*6*-Hi3a»&»— 4a«6«— sad'faft'jsa*— 3a*6— 2a'6«H-6» Q» 

J»rMto — 6o»6« -+-l3a»6*—4a!V— Safe' -I-26* 

!• teste -|-3a»6» ^4a6'-»-2ft» 



64. EzbmplbIII. La r^gleprecedente ne suppose nullementque les puissauces 
de la lettpe ordonnatrioe aieut des coefficients num^riques ou monomes. Ges 
coefficients peuvent 6tre des polynomes (4:3)^sansqa'il y ait rien h changer auz 
raisonnements et ^ la mani^re de proc^der. S^ulcment, quand les coefficients du 
premier terme du dividende etdu premier terme du diviseur sont des polynomes, 
il y a des divisions partielles k op^rer^ cbaque fois que Ton veut obtenir un 
nouyeau terme du quotient. Yoici on exemple : 



/ 0» 


s^-i-Za* 


-Sa«fr 


-5o»l> 


+8o6» 


-♦-2a'6» 


^» 


—Soft' 


, 


-I-S6* 



— 3a»6 
H-2o»6» 

-6« 



— 2a«b* 

+306* 

+*6* 



— 8a«6* 
-3a«6» 
+2ab* 

4-56» 



-♦-20*6 
— a»fc» 

— 2a6* 



a;* -8a* 
-Ha^b 
-^iea»b» 
— 3a«b* 
-♦-ab* 
— 5b» 



»•— 3a» 
+a'b 
-*-7a*b» 
-♦-2«*b* 
— ab* 
—5b* 



|a»— 2a* 
•♦-ca'b* 
-4b* 



a;"-t-a' 
H-oPb« 
H-2aH« 
-6a»6* 
— 2a«b» 
-i.2ob* 
-4-b' 

-i-a»b» 
-i-2a*b» 
-6o»b« 
— 2o«6» 
-«-2ab* 
-f-b' 
a;*+a' 
-»-a*b« 
*b« 
»b* 

-<-b« 
<0 



a?— 3a»b» 


a* 


z;*-i-2a* 


«« 


-a* 


a;+3a»b> 




-#.2a«b« 


-rMb 


-4 b* 


-^•^J 


-2ab* 


3. 
S 


-t-8a«b* 


4-b* 




-hb* 




a 


— 2ab' 


• ■ 


• 


x-3a»b» 


a 


a;«-|-a» 


a;— a* 


"3 


4- 2a*b* 


— b 


— 


+b> 





-i-3a*b* 


• 


-.b* 






3 
•* 


— 2ab» 




. 


ap— Sa*b» 


• 




+2a*b« 


t 




+aa*b* 






— 2ab« 















l** dMsion paTti$lU, 

tt»-8a^-Mab"— b* [ a*— 2ob->-b' 
— •'b+2flb»— b» I fl— b 




2». dteuien fwrMsKt. 

— a'b'i- a*bW ab^—b* la*— ab—b* 
— a*b*-»-2ab'— b* 



S* division partielle. 

-t#-4-arfb-itfW-wi^*— 2ab*-i-6*' l aS^^uOM-b^ 
r+^*^>— aob'^b*.! -p«*-hb* 



On divise d*abord, dans ce cas, (a>— 3a'b -f 3ab»— M) , coefficient du premier 
terme du dividende, par (a'— 2ab-f M) , coefficient dn premier terme du divi- 
seur fpremiire division partielle) ; oe qui donne (a-*b). Et oomme a^, divis^ 
par x', doninecv'jie premier t«rme du quotient est (a— d)d^. On multipliele 
diviseur par ce tecme,. ce qui oblige k effectuer plu^urs multiplications de 
polynomes; puis on retcancbe ce produit du dividende, et ona un premier 
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resta. Pour continuer Topfiration, on doit diviser (a<— 3a»b + 2aV + a5*— b<), 
coefficient du premier terme du reste, par (o* — 2ab +5*), (deuzi^me division 
partielle) : ce qui donne {a?~ab — h*), Le second terme du quotient est done 
(a' — ah^h*)x. La multiplication du diviseur par ce terme^ et la soustraction, 
am^nent un nouveau reste, sur lequel on opdre comme sur le pr6c4dent; et Ton 
arrive ainsi au quotient cherch^. 

68. Conditions de possibility. — Les raisonnements, qui 
nous ont conduit au proc6d6 de division, supposent essentielle- 
menl que le quotient puisse s'exprimer par un polynome. Or, 
lorsqu'on a k diviser un polynome par un autre, on ignore le 
plus souvent si cette condition est remplie. II est done important 
de determiner les caractferes auxqucls on reconnaltra qu'une 
division est possible sous cette forme. Ges caractdres se rencon- 
trent dans le proc6d6 ra6me que Ton emploie. 

En effet, si une division est possible, 

1° Le premier terme du dividends doit Ure divisible par fe premier 
terme du diviseur^ et le dernier terme du dividende par le deimier 
terme du diviseur (48). 

2° Le premier terme de chaque reste doit tire divisible par le pre- 
mier terme du diviseur : car il est le produit du premier lerme du 
diviseur par un terme du quotient. 

3« Aprhs un certain nombre de divisions partielles successiveSy on 
doit trouver au quotient un terme quij multiple par le diviseur, re- 
produit le dividende partiel qui Va foumi : car on doit obtenir le 
reste z6ro. 

Ges conditions sont necessaires: et si Tune d'elles n'est pas 
remplie, il n'existe pas de quotient sous la forme d'un polynome : 
la division ne pent s'effectuer, 

Ges conditions sontsuffisantes; car si elle's sont remplies, le 
proc6d6 employ^ fournit 6videmment un polynome, qui, mul- 
tipli6 par le diviseur, reproduil le dividende. 

66. CaractIires auxquels on reconnait si une division peut 
ou NE peut pas s'effectuer. — Lorsquc les polynomes sont or- 
donn6s, comme nous Tavons suppose (89), suivantles puissances 
d6croissantes d'une mfimelettre, I'exposant de cette lettre dans 
le premier terme de chaque reste va toujours en diminuant, 
puisque la reduction des termes semblables fait disparattre au 
I moins le premier terme de chaque dividende partiel. Par con- 
sequent, si Ton continue d'appliquer le proc^de de division, on 
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arrivera nicessairement a un reste, dont le premier terme contiendra 
la lettre ordannatrice avec un exposant plus faibk que celui dont elle 
est affectie dans le premier terms du diviseur. Ou ce reste sera nul, 
et la division sera effectu^e ; ou il ne sera pas nul , et la division 
sera impossible. « 

Remarquons, d'ailleurs, que Ton pourra 6tre averti de 
rimpossil)ilit6 de la division, avanl d'arriver au reste dont 
nous parlons. Car il pourra se faire que le premier terme d't/n 
reste anterieur ne soit pas divisible par le premier terme du divi- 
sevr. 

EXEMPLB IV. Divisor jt^ + 5a^ + 2«> par s^+ x. 

Dividende. »*+5«^H-2a;' I x*+x ^ diviseur. 

+ 4«< +2aj3 I «» 4-4«»— 2aj -f- 2 quotient. 

—2a; 

La suite des calculs amene le reste — 2x, qui n'est pas divisible par «> : done 
la division est impossible. 

Quand une division ne peut pas s'effectuer, il existe un autre 
caract^re auquel on peut reconnattre h quel moment on doit 
s'arrfiter. En effet, si la division est possible, le dernier terme 
du dividende doit 6tre le produit du dernier terme du diviseur 
par le dernier terme du quotient (45). II resulte de 1^, qu'on 
peut determiner imm^diatement le dernier terme du quotient, 
en divlsant le dernier terme du dividende par le dernier terme 
du diviseur. Done, lorsqu'en formantles termes successifs du quo^ 
iienty on en trouveraun de degre moindre que le terme ainsi cat- 
cyU, on pourra affirmer que VopiratUm ne se termine pas^ et 
qu'aucun polynome ne pent repr6senter le quotient. // en sera 
de mtmey si Von arrive h un terms de mhne degrS que le terme ainsi 
caldUiy et qui ne lui soit pas identique. 

Dansl'exemplelV, si le quotient existait, le dernier terme uevrait fetre 1x\ 
quotient de 2«* par x. Or le premier terme 4»* du premier reste, divis^ par a?', 
donne pour quotient 4a^. Sans alter plus loin, on peut affirmer que la division 
ne se terminera pas. 

67. Division des polynomes ordonn^s suivant les puissances 
CROissANTES D*UNE LETTRE. II arrive, dans certains cas, que Ton 
ordonne les termes d'un polynome suivant les puissances crois- 
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santesd'une lettre. On peuliaire la division de deuxpolynomes 
ordonnfes de celte mani&re, et trouwr les divert lermes du 
quotient, en commenflant parceuxdanslesquels la lettreprin- 
cipale a le moindre ezposant. La tMorie est absolument la 
mfeme que dans le mode ordinaire d'op6rer; seulement, dans le 
cas ot la division exacte n'est pas possible, il pent arriver qu'elle 
se poursuive ind6finiment ; et Ton obtient alors des restes, donl 
le degr6 augmenie de plus en plus, au lieu de diminuer, comme 
cela. avail lieu dans le cas des polynomes ordonn^s suivant les 
puissances d^croissantes. 

Pour donner un exemple de cette manii^a<d<'op6rer, repranoia la divmion 
effectu^e au paragraphe (68), en ordonnast les. deux polynomes miivant les 
puissances crolssantes de dp. 



ExEiiPLB y, Divid* — 1 + » -4a;» + 4«* + 6»< + «* 

— »*+ »< + »* 



— 1 4- « + «» div' 



+ \+bx^ + ac^ quot* 



Nou8diroiis:le*diTidende4tairt l&produitdu diviseurparle quotient, I3 terme, 
dont le degr6 en s y est le moins 61ey6, provient sans reduction du produit des 
deux termes analogues dans le diviseur et dans le quotient (4S); et , par cons^ 
queot, le prettier terme'da quotient est le quotient dd la division du premier 
terme du dlTidondepat.Ie* premier tenne duidivisemr : il est +- 1. 

On d^montrera, absolument comme. on Ta. fait- (61)^ qu^n retrancbant du 
dividende le produit du diviseur par le premier terme. du quotient, on oltiieiit 
un Teste— &e*+ 49?^ 4- 6a:* + »' qui^ divisS par le diviseur, foumira les termes 
qui doivent completer le quotient. 

Le premier de ces termes est 6gal, poar l^s^raisons donn^es plus haut^ au 
quotient de la division de •— Ss'par — 1, cfest-^i dire qu^lest + ix*. 

En multipliant + Src' par le diviseur, en retraachant le r^suUat du premier 
reste, on obtient un second reste— «* + «* + «*, qui, divis6 par le diviseur, 
foumira les termes qui doivent completer le quotient. 

Le premier de oes termes est ^gal, pour l«s raisons denudes plus haut, au 
quotient de la division de — a?» par — 1, c^t-i*dire quMl est + «» ; en le mult!- 
pliant par le diviseur, et retrancbant le produit du. reste pr6c6d«nl| on.tvouvv 
une difT^rence nulle; et reparation est par consequent termin^e. 

68. GARACTilRE AiCJQUEL ON ESCONBIAIT QU!uZfB DIVISION AINSI 

ORDONN^E EST IMPOSSIBLE. Dans rexempie pr6c*dent, Top^ralion 
se tannine, et le rtsullat est identique, comme cela devait fitre, 
aveo celui qu'a fourni la premiere manifere d'op6rer. Mais 11 
n'en serait pas de mftme, si nous prenions une division impos- 
sible k efTectuer exactement. Soit, par exemple, k diviser 
(1 +x+x*+2cf) par (l+to). 
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fiSBHFLBVI. Divideade l+«+ «*+2«'[l+24t diTisetOr. 



— «-f- «»+2aj! l-'«+3fl^-'4(v>+.«^ quotient. 
— 4aj» 

En appllquant la pix)c6d6 ordinaire h. cet exemple, on obti^nt 
des restes successifs,. dans lesquels Texposant de la lettre Xj au 
premier terme, va toujours en augmentant ; (J^ailleurs la divi- 
sion du premier terme de chaqiie reste par le premier terme du 
diviseur est toajoors possible. Done le premier caract^re d*im- 
possibilit6 (66) ne se manifestera pas. 

Mais ii en existe un autre, analogue au second, qui se pr6- 
sente toujours, dans le cas oh la division ne pent pas s'effectuer . 
En effet, si la division est possible, le dernier terme dudividende 
est le produit du dernier terme du quotient par le dernier 
(erme du diviseur ; par suite, le dernier terme du quotient s'ob- 
tiendra imm^diatement, en. divmant le dernier terme du divi- 
deiule par le. dernier terme du diviseur. Or le degr6 des termcai 
du quotient, par rapport h la lettre ordonnatrice, va en augmen- 
tant. Done, ldr$qu*dn arrivera^ en a'ppliquara leprocSdi, a placer 
au quotient un terme de mime degri que le terme ainsi cakuU et 
qui ne luiserditpas identique^ ou bien un terme de degrisupirieur^ 
on pourra cffirmtrqut la. division .est impossibk. 

Dans rexempteVl, si le quotient existait, son dernier terme seiait afif quo- 
tient d» 2s* par 2«; done, IcH^qu'on est anient li'mettre au quotiani le terme 3^, 
on doit s-arrdler; la division; ne saarastis^fTeotuar. 

En r^sum^, on voit que, dans tons les cas, le proc6d6 m6me 
de la division conduit n^cessairement k descaract^res certains 
de possibility ou d'impossibilit^. 

$ IV. Desdivisions qui no peuvent se false ezactement. 

69. D6EINITI0NS. On dit qtfun4)olynomeest entier par rapport 
k une lettre^, lorsquMl ne contient la lettre x ni en. diaonuaa- 
teur,.ni sous la signe V* Ainsi Texpression 

4 5a ■*■ ^^ 5 

est un polynome entier en x. 
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Si un polynome est enlier par rapport h une lettre a?, le degH 
de ce polynome, par rapport k celle lettre, est I'exposant le plus 
6]eyk dont elle est affect^e. Le polynome prdc^dent est du 3* de- 
gr6 enXm 

On dit qu'un polynome, entieren a?, est divisiblepar un autre 
polynome entier en a?, quand le quotient pent s'exprimer par 
un polynome dem6me forme. Les coefficienls peuvent 6tre quel- 

conques. Ainsi «»• — 3 est divisible par ajy^-f V^5 '^ quotient 
est X}/a — v^3. 

Lorsque les deux polynomes n'ont pas pour quotient un troi- 
si^me polynome, on dit qu'ils ne sont pas divisibles Vun par 
I'autre. On pent n^anmoins, dans ce cas, donner, en g^n^ral, h 
I'expression de leur quotient, une forme plus simple que celle 
qui r6sulterait de la seule indication de Top^ration. Nous allons 
d6monlrer, en effet, les th6orfemes suivants. 

70. Thi^gr^me I. Si deux polynomes ketB sont entiers en x (A 

4tant dun degri au moins igal a celui deB), onpeuttoujoursmettre 

A. 

le quotient -^ sous la forme d^un polynome Q, entier en x, augmenti 

d'une fraction ^ ay ant pour dinominateur le diviseur B, et pour 

num&rateur un polynome R entier enx^de degri moindre que B. 

On peut, en eflfet, ordonner les polynomes A et B suivanf les 
puissances d^croissantes de x, et leur appliquer le proc^d^ de 
division (62) ; comme les coefficients du quotient ne sont pas 
astreinls k 6tre entiers, on peut continuer Top^ration, jusqu'iice 
que Ton trouve un reste de degr6 moindre que B.On obtiendra 
ainsi au quotient diff6rents termes, dont aucun ne contiendra x 
en d6nominateur. Car les dividendes partiels qui les fournis- 
sent sont tons d*un degr6 sup^rieur ou au moins £gal k celui 
de B; et leur premier terme contient, par suite, a? i un degr6 
sup6rieur ou au moins 6gal k celui du premier terme de B. 

Soit Q Tensemble des termes obtenus, lorsque Ton parvient 
iun dividende partiel R, de degr6 moindre que B: R est ce qui . 
reste du dividende A,lorsqu*on en retranche successivement Irs 
produits de B par les divers termes de Q; il est done 6gal k 
A- BQ ; et Ton a, par suite, 

A=BQ+H: 
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d'oAy en divisant par B les deux membres de la formule. 



le quotient ^ est done mis sous la forme annonc6e. 

71. Th^or^me II. La transformation pricddente ne pent $e faire 
que d'une seule manibre. 

Supposons, en effel^ qu'en divisant A par B^ on puisse obtenir 
d*une part Q pour quotient et R pour reste, et de I'autre Q' pour 
quotient et R' pour resle, Q et Q' 6tant entiers en a?, et R et R' 
6tant de degr6s moindres que B, on aurait, par ce qui pr^c^de, 

A = BQ+R, A=BQ'+R'; 

et I'on en concluraity 

BQ+R=BQ'+R', 

formule que Ton pourrait 6crire 

B(Q-Q')=R'~R. 

Or R et R' etant de degr^s moindres que B, il en est de m^me 
de leur dififirence ; tandis que le degr6 de B (Q — Q'), par rapport 
a Xj est au moins £gal k celui de B. Done le second membre est 
d*un degr6 moindre que le premier; et T^galit^ est impos- 
sible. 

92. EzEMPLBS. On trouve, par la m^thode pr6c6deiite : * 

19^ 33 , , 
2a?*4-3ac»->5ap4-T __2 . JL__1_I. 
^ • 7*34-0?— 1 7*"*" 7a;»+a;— 1 ' 

»• V3+^--L i./2.^+-6v1-l 

. Si le degr6 du polynome A 6tait moindre que celui de B, le 
quotient Q serait 6gal k z^ro, et le- reste R serait 6gal au divi- 
dende lui-m6me. 

73. Rebiarque. Quand on applique au quotient de deux poiy- 
nomes A et B la transformation prfeidente, on donne au poly- 
Alo, B. I'^Partie 4 
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nomeQ le nom de quotient entier^ et au num^rateiir R de la frac- 
tion -^ celui de reste de la division. 

74. Gas ou l'on change la lettre ordonnatrice. Nous avons 
prouv6 que, les deux polynomes A et B 6tant ordonn^s par rap- 
port k una m6me leltre a?, le quotient enlier et le reste ne peu- 
vent avoir qu'une seule forme (71). Mais, si Ton change la lettre 
ordonnatrice, les mSmes polynomes peuvent conduire h un 
nouveau quotient et k un nouveau reste. Si Ton considdre, par 
exemple, la fraction 

aj« + l/»' 

en ordonnant par rapport k a?, on trouve pour quotient a;*— yS 
et pour reste 2t/*. Si Ton ordonnait, au contraire, par rapport 
k y, on trouverait pour quotient y* — a^, et pour reste 2a;*; en 
sorte que Ton a : 



^'+y'"' ^ ^a'+y" 

y* + a;* , , , 2a;* 



y*+a^^^ -'-r^a^yi 



$ V. Differences et analogies entre la division arithm^tique et la diyislon 

des polynomes. 



75. Les polynomes ordonn^s suivant les puissances d'une 
m^me lettre, pr^sentent, avec les nombres entiers, des analo- 
gies qu*ll est bon de remarquer. Un nombre entier, comme 
783214, exprime (7 X 10*) + (8 X 10*) + (3 X 10*) + (2 X 10') 
+(1 X 10)4-4; et Ton pent rassiraller au polynome 

7a;»+8a?*+3a;« + 2a;*+a?+4, 

danslequel on aurait suppose a;=10. Les cbiiTres du nombre 
sont ainsi les coefficients des termes du polynome. II ne font 
pascroire cependant, que (oute question d'arithm6tique, relative 
k des nombres entiers, soit purement et simplement un c^s 
particulier d'une question d'algebre, dans laquelle ces nombres 
seraient remplac^s par les polynomes correspondants. 
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Gomparons, par exemple, les deux questions suivantes : 
Diyiser 783214 par 321 : 

Diviser 7a^+8aj*+3a?'-f 2a^-f-a?-f-4par3a;*+2a? + l. 

Les conditions des deux probl6mes ont enlre elles des diIT6- 
rences essentielles, qui ne permettent pas de consid^rer le pre- 
mier comme un cas particulier du second. 

1** Les divers chiflres du quotient de la division arithm^lique 
doivent £tre entiers ; tandis que le quotient de la division a]g6- 
brique pent ^tre un polynome, entier par rapport k a?, dont les 
coefficients soient des nombres fractionnaires. 

2» Les divers chiffres du quotient et du reste, dans la division 
arilhm^tiquey doivent 6(re moindres que 10; tandis que rien ne 
limite la grandeur des coefficients des diverses puissances de x^ 
dans la division alg^brique. 

3<* Dans la division arithm^tique, le reste doit 6tre moindre 
que le diviseur. Dans la division alg^brique, il doit 6tre de degr6 
moindre. 

4"* Enfin en alg^bre, les r^sultats obtenus conviennent pour 
toutes les valeurs de x : i] n'y a pas de condition analogue en 
arithm6tique. 

$ VI. Thto&mes et appUcations. 

76. THfiORliME. Si un polynome^ entier en x, est ordonni par 
rapport aux puissances dicroissantes de cetle lettre, le reste de la di- 
vision de ce polynome par le binome (x — a) s'obtient en remplagant 
X par a dans le polynome. 

En effet, le diviseur {x — a) 6tant du premier degr6, on 
pourra pousser la division, jusqu'& ce qu*on obtienne un reste 
de degr6 moindre, c'est-i-dire ind^pendant de x. Soient done 
X le dividende, Q le quotient, entier en a?, qui r6sulte de cette 
division, et Rle reste. On aura identiquement la formule : 

X:=(a?— a)Q+R. 

Or, cette ^galit^ a lieu pour toute valeur attribute k x ; car en 
mulfipliant (x—a) par Q, et en ajoutant R au produit, on doit 
retrouver identiquement le polynome X, sans qu*il soit n^ces- 
Sdire de donner k x une valeur particuli^re. On peut done y 
8upposera?=: a. Or, cette hypoth^se annule le facteur {x—a); 
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die donne i Q une valeur d6termin6e; elle annule doncle pro- 
duit (a?— a) Q. D'ailleurs elle ne change pas la valeur de R, qui 
ne contient pas x : done si Ton d6signe par X«, la valeur que 
preiid X, quand on y remplacea? par a, r6galit6 se r6duit k 

Xa=R. 
C'est ce qu'il fallait dimontrer. 

77. CoROLLAiRES. I* S% uu polynome X devient nul^ quand on 
y remplace x par a, ilest divisible par (x— a). Car Xa, itant nul 
par hypoth^se, le reste R de la division est nul aussi. 

2° Si un polynome X est divisible par (x — a), il se riduit a ziro, 
quand on y remplace x par a. Car le reste R 6lant nul par hypo- 
Ihf^se, il en est de meme de X«. 

Ainsi, pour qu'un polynome, entier en x, soil divisible par (x — a), 
il faut et il suffU quil se reduise a zero, quand on y remplace x 
par a. 

78. Cette dernifere proposition est d'une grande importance, 
Bornons-nous k en signaler quelques consequences ;m est, dans 
ce qui suit, un nombre entier quelconque. 

lo (x" — a") est toujour s divisible par (x — a). Garce polynome 
s'annule, quand on y remplace x par a. 

go (x"4-a") n^est jamais divisible par (x — a). Car, en rempla- 
Qant X par a dans le dividende, onobtient le reste 2a**. 

30 (x«— a"*) est divisible par (x+a)> ^^^^^ m est pair, et ne 
Pest pas, quand m est impair. Eneffet, diviser par (i-j-a), c'est 
diviser par [a?— (—a)] :il faut done, pour avoir le reste, substi- 
tuer (—a) k x. Le dividende devient alors [(— a)"*— a**]. Or, 
si m est pair, on a (40) (— a)*=a*; et si m est impair, on a 
(— .a)*=— a*. Done le reste est nul dans le premier cas, et il 
est (— 2a"*) dans le second. 

40 (x"+a") est divisible par (x+a) quand m est impair, et ne 
Vest pas 9 quand m est pair. Car, en subslituant encore (—a) k x^ 
le dividende devient [(— a)*+a*]. II est done nul, si m est im- 
pair ;et 41 est 2a*, si m est pair. 

79. LOI DU QUOTIENT DE LA DIVISION D'UN POLYNOME PAR 

{X'-a). Nous avons fait connattre la loi, d'apr^s laquelleon ob- 
lientlerestede ladivisiond'unpolynomepar (a?— a) (76).0npeul 
aussi d6couvrir ais^menl la loi du quotient. Repr^sentonsle poly- 
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nome par A|ar+Aia5*^*+Asa;*-"+..,4-A«i-ia?*+A,n-ia?+A«. 
et cherchons k effectuer la diyision. 

X — a Div. 



A«o|«^«+Aj«"*-»+...+A,i»a«»+A^ia;+A, 



'-n +A. 



A«x— •+Aea 
+A| 
+AtOl«— »+ . . . + A_aa^+ A^«+ A. 



ar-»+... Q\ 



r R* ( +A,o 

+A, 

Le premier terme du quotient est k^ocT'^. En multi pliant le 
diviseur par ce terme, et en retranchant le produit du divi^ 
dende, on obtient un premier reste, dont le premier terme est 
(A|a -h Ai)rB*"*, et dont les autres sont les termes m6mes qui 
suiyent le second dans le dividende. Le second terme du quo- 
tient est (A|a+Ai)af^*; pour avoir le premier terme du second 
reste, il faut multiplier par a le second terme du quotient, et 
lui ajouter le troisi^me terme du dividende : on obtient ainsi 
(A,a*+Aia+A^)a5*-*. Par suite le troisiime terme du quotient 
est (A^a* + Aia+AO^J*^. En continuant le calcul, on met feci- 
lement en Evidence la loi suivante : 

Le quotient cPun polynomey entier enXy du degri m, par (x — a),. 
est un polynome^ entier en x , du degri (m — lyilest ordonni^ comme 
le polyname proposi^ par rapport aux puissances dicroissantes de x. 
Le coefficient du premier terme est celui du premier terme du divi-- 
dende. four obtenir le coefficient du second terme j on multiplie le pri- 
cidentpar a ; tt Von ajoute au produit le coefficient du second terme du 
dividende. Pour former le coefficient du troisibme terme^ on multiplie 
celui que Ton vient de former par a, et Von ajoute le coefficient du 
troisibme terme du dividende. Et, en ginirdt, le coefficient du n""* 
terme est igal au produit du coefficient pricident par a, produit 
augments du coefficient du n"^ terme du dividende. Si le dividende 
n*est pas un polynome complete ii faut ritablir ks termes qui man- 
quentf en leur donnant xiro pour coefficient. 

EzEMPLE. Trouver le quotient et le reste de la diyision du polynome 
2a^ — 4d^ _ 2a^ -|. 7 par « — 2. On toit ainsi le dividende 

oo trouve pour quotient 3«* + 2s* + 4s' + &v + 12* ^^ pour reste 31. 
Si Ton applique la loi pr6c6dente aux ezemples du n* 98, on trouve : 



x-r-a 



=x'^+OJr— ' + a»x— •+ +a— »j« + a*-«x+a»-« 
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05—0 •—■ d 

as + a 
si m est pair; 

et — "^ — =0^"*— oaf'^4- o*«*^ — + a"-**' — o"-*« + a"-* r— i 

si m est impair. 

81 m est impair ; 

af + a ^ ^» + « . 

si m est pair. 
On peut, d'ailleurs, obtenir directement ces formulas. 

80. TniSoRfiME. Si unpolynome A, entier en x, $e riduit a ziro^ 
quand on y remplace x par a, ou par b, ou par c (a, b, c, itant 
des nombres inigaux)^ ce polynome est divisible par fo produit 

' (x— a)(x— b)(x — c). 

En effet j puisque A s'annule pour a? = a, il est divisible par 
{x — a) (77). Si done on d^sigue par Q le quotient, entier en x, 
que Ton obtient, on a : 

A = (a?— a)0. 

Gette 6galit6 ayant lieu , quel que soit a?, on peut y supposer 
a? = 6 ; et , si l*on d^signe par Q* la valeur de Q, dans cette hypo- 
th6se, r^galiti devient 

0'=:(6— a)Q». 

Or, la difference (6 — a) n'est pas nulle, par hypotb^se: done 
04=0. Done Q est divisible par (a?— 6) (77). P6signant le quo- 
tient par Q', on a : 

Q={x-b)Q'l 

(Bt par suite, A = (a? — o) (a? — 5) Q'. 

Gette 6ga1it6 ayant lieu, quel que soit x, on peut y supposer 
a;=c; et elle devient: 

0=(c-.a)(c-6)Q'e, 

Q • ^tant la valeur que prend alors Q'. 
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Or, les diflKrences (c — a), (c—b), ne sont pas nuUes: done Q*, 
doit 6tre nul. Done Q' est divisible par (x^c); et, en d^signant 
le nouveau quotient par Q'', on a : 

d'oil k=(x—a) (a? — 6) (a?— c)0^ 

Done A est divisible par le produit (x — a) {x — b) (x — c). 

EXERCIGES. 

I. Trouyer la eondition n^cessaire et suffisante pour qae (x*— a") soit di?i- 
sible par (at* — a*), 

11 faut et il soffit que m soit divisible par n, 

II. Prouver que le polynome 

«^y + y^Jf + x^^ — aryf — y'jjff - jr«f 

€st divisible par le produit («— y) (»— jr) (y — 9), 

IQI. Prouver que le polynome 

afyw + y^XW'-^- ^'acfy — ac^yfp' — y'x^x^ — fxvyp 

est divisible par le m6me produit. 

lY. Prouver que , si m est impair, le polynome 

(a + 6+ c)- — a- — 6-— c" 

est divisible par le produit (a + &) (a+c) (6+c). 
La d^monstrdtion des exercicesll, III^ IV, s'appuie sur le th^or^me du n*80, 

V. Si un polynome, entier en x, a pour coefficients des nombres entiers, et 
sll prend des valours num^riques impaires , quand on y remplace x par 
par 1 successivement, ce polynome ne pourra se rMuire & z^ro pouraucune 
valeur entiere attribute k x. 



CHAPITRE IV. 

DES FRACTIONS ALGEBRIQUES. 

81. DEFINITIONS. Lorsqu*une expression A n'est pas divisible 
par une expression B, on indique le quotient, comme on Ta vu, 
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A ' 

(82) par la forme -^..Gette expression porte le nom de fraction 

algdbrique. Le dividende A est le numirateur; le diviseur B est le 
dinominateur ; A et B sont les termes de la fraction. 

Une fraction alg^brique est plus g^n^rale qu'une fraction 
arithm^tique ; car les termes de la premiere ne sont pas, comme 
ceux de la seconde, assujettis k 6tre des nombres entiers. Mais 
nous aliens montrer que les regies de calcul sont communes 
aux deux genre3 de fractions. 

$ I. Transformation des fractions alg^briques. 

82. Th^or6me. On n'altbre pas la valeur (tune fraction algibri" 

quCy en multiplia/nt ses deux termes par une mime quantiti. 

a 
En effet, soient r la fraction propos^e, et m le multiplicateur. 

Repr^sentons par une lettre q le quotient de la division de a par 
6 : on a, d*apr^s la definition m6me de la fraction, 

a=bq. 

Multipliant par le m6me nombre m ces deux quantit^s £gales, 

on a : 

am = bqm = bmq ; 

et, divisant par bm les deux produits 6gaux,on obtient T^galite 

am am a 

bm bm b* 

qui d^montre le Ih^or^me. 

La mime formuh prouve que ran n'althre pas la valeur d^v/ne 
fraction^ en dimsa/n^t ses deux termes par urn mkne quantiti. 

Le principe fondamental £tant ainsi le mdme en alg6bre qu'en 
arithm6tique, les consequences seront les mfimes. 

85. Simplification des fractions. On simplifie une fraction 
algibrique^ en supiprimant les facteurs commwns a ses deux ter- 
mes (82). 

Lorsque les deux termes sont des monomes, il est toujours 
facile de d£couyrir leurs facteurs communs. 

Soit, par exemple, la fraction m.^j * ^ P^^ grand commun diviseur des 
coefficients est 4; quant aux facteurs litt^rauz communs, on reconnalt iinm6dia- 
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tement un facteur a, trois facteurs b, un facteur c, et un fkcteur d. En lea sup- 
primanty on obtient la fraction simplifi^e -r-u^* 

Lorsque les deux termes sent des polynomes, on trouve en- 
core imm6diatement leurs facteurs monomes communs. 

Ainsi, dans la fraction ^ „_ ^.^ , on apergoit le facteur monome ka*b : 
SI on le supprime. la fraction se reduit k -r— = — rrr* 

Mais il n'est pas aussi facile de d^couvrir les facteurs poly- 
nonaes qui seraient communs aux deux termes : la recherche 
de ces facteurs se rattache h la th^orie du plus grand commun 
diyiseur alg^brique, qui appartient k Talg^bre sup^rieure. Ge- 
pendant il arrive quelquefois que des caract&res particuliers 
permettenl de les determiner. 

Prenons pour exemple la fraction 

a< — 2a» + 4a»--7a4-4 
a^-f 5a — 6 

On reconnalt que le numSrateur et le d^nominateur s'annulent pour Thypo- 
th^se a= 1 : ils sont done (77) divisibles tons deux par (a— 1). Si Ton sup- 
prime ce facteur commun, la fraction se reduit k 

o»— g'-f 3 a— 4 

a+6 
De mdme la fraction 

8£cM3--72^W» 

pent s'toire^ en isolant les facteurs monomes communs aux termes du num6- 
rateur, et les faicteurs commund aux termes du d^nominateur, 

8<^(l^(a»-9b») . 
6(^(i2(a-3 6) ' 

et, sous eette forme, on reconualt que 2(?d} (a— 3&) est commun aux deux 
tennes. La fraction se r^uit done k 

kd (a+3b) 
3c 

84. REDUCTION DES FRACTIONS AU biAbie diSnominatbur. On 
rMuit des fractions au mime dinominateury en multipliant les deux 
termes de chacune dellespar le produit effectui des dinominateurs 
de toutes les autres. Ainsi les fractions 

a c e g 

V 5' r /»• 



58 LIVRE I. 

deviennent, par cette transformation, 

adfh chfh ehdh gbdf ^ 
hdfh' bdfh' bdfh' hdfh} 

elles n*ont pas change de valeur (82) ; elles ont pour d£nomi« 
nateur cominun le produit des d^nominafeurs primitifs. 

On peut quelquefois obtenir un d^nominateur commun plus 
simple quece produit : caril sufflt de choisir, comme en arith- 
m^tique, une expression divisible par chacun des d6nomina- 
teurs particuliers. Lorsque ces d^nominateurs sont monomes, 
ce multiple commun est 6gal au produit du plus petit multiple 
commun des coefficients, par les facleurs lilt6raux pris chacun 
avccleur exposant le plus 6lev6. 

Soient, par exemple^ les fractions 

A B C 

Xia'bc' 16a^6** ISobc^' 

le plus petit multiple commun est 144 a^)*(?. Les quotients de cemonome par les 
d^nominateurs sont respectivement 12 5V, 9 (u?, 8 a^h^. Les fractions 6quiYa- 
lentes sont done 

Axnb»c» BX9flC» Cx8flg&* 
144a%«c« ' 144 a»b»c»* 144 o^b^c*' 

Si les d^nominateurs sont des polynomes, la recherche d'un 
multiple commun plus simple que leur produit ne peut s*ex6- 
culer, en g6n6ral, qu'^ I'aide des theories de Talgfebre sup6- 
rieure. Cependant il peut arriver que des consid6rations parti- 
li^res en fournissent Texpression. 

Solent^ par exemple , les fractions 

ta 0+& g— & a' +25' 

36»' 25(a — b)' 4a(a + 5)' 9a>(a»— b^) 

Comme a' — 6*= (a + b) (a— 5), on voit que Texpression 36a'5* (a*— 5*) est 
divisible par chacun des d6nominateurs ; les quotients sont respectiyement 

12a»(a>-5»), 18a»5(a + 6), 9a5»(a— 6), 46»j 
et les fractions 6quiyalentes sont 

24 a» (a^—h ^ JSfl'b (a+b )' 9oy (a—b)» 4b^(a' + 2y) 
36a^6V-t')' 36 a'6» (a»-6»)' 36 o^^ (a»— 6')* 36a2b\o»-5»)' 

S IL Operations sur les fractions alg^briques. 

85. Addition. Lorsque les fractions ont le mime dinominateur. 
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on additionne les nurrUrateurs^ et Von donm it la samme k dhumir 
naJUur commun. 

... a . b . e i d a+b+c + d, 

car les produits par m de chacun des membres de cette formule 
sont (SO) 6gaux k (a+^+c + ^)* 

Si les fractions ont des dinominateurs diffirents, on les rSduit au 
mtme d^nominateur; puis on applique la rhgle pricidente. 

86. SousTRACTiON. LoTsque les fractions ont le mime dSnominor 
tefUTy on soustrait le second numirateur du premier ^ et Von donne & 
la difference le dinominateur commun. 

a b a — b. 



Aiusi 



mm m 



car les produits par m des deux membres de cette formule sont 
fegaux(50)^ (a—b). 

Si les fractions ont des denominateurs diffirents^ on les riduit au 
mime dinominateur; puis on applique la rhgle precidente. 

87. Multiplication. On multiplie une fraction par une autre^ 
en multipliant les numdrateurs entre eux et les denominateurs entre 
euXy puis en divisanP le premier produit par le second. 

En effet, soil k multiplier la fraction r par la fraction ^.D6si- 

gnons par qt\(f les valeurs de ces deux fractions, de sortequ'on 
a, par definition : 

a=bqy a^=iVq\ 

Multiplions ces ega1it6s membre k membre ; nous aurons : 

aa'=bq.Vq\ ou (28) aa' = bb'qq'. 

Diyisons maintenant les deux membres par bb\ nous aurons : 

aa' . aa' a^^af 

CO qui d^montre la r&gle ^noncie. 

II r^sulte de cette r^gle que h produit de plusieurs fractions est 
une fraction Igak au produit des numirateurs divisi par le produit 
des denominateurs. 



60 LIVRE I. 

Amsi l>^'p^V^ WFTT.^ 

m 

fa\^ a"* 
et par suite |^-j = — . 

88. DIVISION. On divise une fraction par une autre, en multi- 
pliant la fraction dividende par la fraction diviseur renvers6e. 

a d 
Soit, en efifet, k divlser^ par t>. Posons encore, 

et divisons ce»6galit£s niembre & membre; nous aurons : . 

V 
Multiplions les deux membres pstr r-, nous aurons (87) : 

aV hqV 



a'b^b'q'h' 
ou simplifiant le second membre (83), 

ah* ^ 





a'b~ 


■g" 




a 
b 


a 


a 
~b' 





c'est-ft-dire 

ce qui d^montre la r^Ie. 

S III. Des exposants n^gatifs. 

89. DEFINITION. On a vu (84), que le quotient de la division 
de a"* par a" est a*""" : mais la demonstration suppose que Ton 
a m > n. Si I'on a, au contraire, m<yiy le quotient doit s'6crire 

SOUS forme de^ fraction, — ;• On pent alors supprimer m facteurs a 
communs aux deux termes, et la fraction prend la forme- 



D un autre c6t£, si Ton appliquait la r^gle des exposants au 
cas oil I'exposant du diviseur surpasse I'exposant du dividende 
on terirait : 
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Par suite, on conservera & cette r&gletoatesag6n6ralit6, si Ton 
eonvient que V expression a"* reprisente la fraction — . 

Nous admettronSy comme definitions qu'une kttre affectie d'un 
exposant nigatif exprime une fraction, qui a pour numirateur 
I'unite, et pour (Unominatevr la mime lettre affectie du mime expo- 
sal pris positivement. Et nous allons voir que ceUe notation 
permet de g^n^raliser quelques th6or6nies. 

Et d*abord, la formule 

ayant lieu, par definition> quand m est positif , est vrale, par 
cela mSme, pour des valeurs negatives de m. En eflet, si Ton 
supposetn=— m',— m deviendra 6gal i m'; et les deux mem- 

bres de la formule [ 1 ] deviendront o*' et '—^.. Or , par d^fini- 



- 1 1 

lion, ar^= -^ puisque m' est positif : done -::;;7 est le quotient 

de 1 par ^ ou a^ (88). Les deux membres sont done £gaux. 
a 

90. GENERALISATION DE LA RiiGLE DES EIPOSANTS POUR LA 

MULTIPLICATION. Oua d^montr^ (28), pour les exposants positifs, 

la formule 

a'^Xa^'^za"^. [2] 

Gette formule est encore vraie, si Tun des deux exposants, ou 
tous les deux, sont niigatifs. 

Supposons d'abord m positif, et n n^gatif et ^gal h — n', nous 
aurons : 

a* a^ 

Mais^=a*'^, en vertu de la r^gle g6n6rale de la division (89) . 

a^ 

Done a^xa^^a'^^f 

ou, en rempla^ant n' par — n, 

Supposons maintenant m et n n^gatifs tous deux, et £gaux a 
— m' et— n' ; nous aurons : 

a«xa-=a--'x^*' = ^ Xp = ^ = a-^- =a«**; 

ce qu'il fallajt d^montrer. 
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91. GENERALISATION DE LA R^GLE DES EXPOSANTS POUR LA DIVI- 
SION. On a (89), pour des valeurs positives de m et n, la formule 

or \ 0^=0:"^. [3] 

Cette formule est encore vraie, si Tun des nombres, m ou n, ou 
tous les deux, sont n^galifs. 
Supposons d'abord m=^m', et n posilif ; nous aurons : 

Si, au contraire, m est positif, et n n^gatif et egal ^ — rJ, on a : 

a* 
Si enfin on a, k la fois, m=— ^',11= — n', on aura : 



1 1 a**' 
a"* a** oJ^ 

La formule [3] est done vraie dans tous les cas. 

92. GENERALISATION DE LA rEgLE DES EXPOSANTS POUR LES 

PUISSANCES. On a d^montr^ (29), pour les valeurs positives de m 
et de n, la formule 

(a*)*=a*-. [4] 

Cette formule est encore vraie, si Tun des nombres m ou n, ou 
tousles deux, sont n^gatifs. 

Supposons d'abord m positif, et n n^gatif et 6gal it — n'; nous 
aurons : 

Supposons ensuite m^z-^m'y et n positif; nous aurons : 
Supposons enfin m= — m\n^=i — n\ k la fois; nous aurons : 

La r^gle est done g^n^rale. 
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SlY. Th^rSmes et applications. 

a ft' Q* 

95. Th^orAme. Si pluskurs fractions t> !/> 77* • • • ^ont Sgales 

entre elles^ on obtient une fraction igak H chacune (TelleSy en ditii- 
sant la sonime des numerateurs par la somme des denominateurs. 
Eneffety d^signons par une lettre q la valeur commune de 
toutes ces fractions ; on aura, par definitions 

a = bq, a' — b'q^ (f=b%..\ 

d'od, en ajoutant ces 6galil6s membre k membre, et mettant q 
en facteur dans le second membre, 

Par suite, en divisant les deux membres par (6+^ +6'+....)» 
il vient : 

ce qu'il fallait dimontrer. 

CoROLLAiRES. l"" On pcut, avaut de faire I'addition, multiplier 
les deux termes de chaque fraction par un mfime nombre quel- 
conque. Ainsi 

a_dk a'_aV (f ^oTk" 
b^bk' V^bX' b'^bV^' 

Gomme les fractions n*ont pas chang6 de valeur, on en conclut : 

fl>4-aV-f gV-l- ak_a 

bk^b'A' i-br^. . . . "" 6X ■" 5* '■^ 

2* Si Ton 61&ve chaque fraction au carr6, on a, en les suppo* 
saut positives, 

^'"d'*'^^"* b^ + b'^+b"^+,... ' . 

d'oii, en extrayant les racines carries des divers membres, 

a_a'_^_ _ )/a'-^a'^-^a"'-^.... „ 
b- V b^ ^b^^b'^+b'^+TTT. ^ ^ 

Ainsi, siplusieurs fractions sont igales^ chacune d'elles est igale 
«u qaoti&nA de la radne carrie de la somme des carres des numi- 
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rateurSf diyisie par la racine carrie de la somme des carris des diruh- 
minateurs. 

94. Th^orjime. Si plusimrs fractions^ a termes posUifs^ sont 
ifUgahSt la fraction formie, en divisant la somme des num6rateurs 
par la somme des dinominateurs, est comprise entre la plus grande 
et la plw petite d' entre elles. Solent, par exemple, 

Si Ton pose t = 9> d'oii a^bq^ 

on en conclul : a' > Vq^ a" > 6"g, a' > b^q ; 
d'oji, en ajoutant, niembre & membre : 

a + a' + a' + a'>{b-{'V+V + b'^q, ' 

et, par suite, ___^>g, 

^^ b + b'+b'-^-b^^V 

a' 
Si Ton pose p = ^> d'oi a" = b^q^ 

on aura: a"<6"'g, a'<Cb'qy a<^bq; 

puis, ajoutant membre k membre, on aura : 

i» v i» *• a-^a'+af+a" _ 

doMonUre: ^ ^^^.^^.^^. <q. 

ou a+a'+a'^+a- a- • 

b + b' + b"+b''^b'"' 
ce qu'il fallait d^montrer. 

On d^monlrera ais6ment des coroUaires analogues h ceux du 
th6or6me (03). 

EXERCICES. 

I. Verifier la formule 
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n. verifier la formule 

yU» (y^-b') (Ji»-b«) (y»-c») (jf»-c«) , 
bV ■*■ 6^ (b^ — c^) "^ c» (c^ - b») *" * • 

III.. Verifier la formule 

s^ (ap»-y) (b»~Jig»)y» (a?»-c») (c'-z^)y» (y»— g^) (y»— jr«) 
bV"*" (y»— b^jb^c'-b^)"*" (c»— y') C»(c2-b2)"~(y2— b') (y^— c=0* 

IV. Verifier la formule 

V. verifier la formule 

til 
(a — b)(a— c) (»+a)^ (b— a) (b— c) {X'\-b)^ (c—a) {c-b) {x + c) 

I 

~ b+o) \,x-\-b) [x 4-6) * 

Les fonnules I, II, III, IV, Y se v^rifient en rSduisant les deux membrei 
mu m§me d^nominateur : on rencontre alors des identitSs. 
YI. Simplifier i'ezpression 

1 — a» 



On trottve 



1 



YH. Simplifier I'ezpression 

1 



i a-f-b-h(lH-ab)a; |» 
(14-ab + (a + b)«j 

(14-ob) (14-qb-Ka-f-b)a;l — (a4-b) (a +b + (l +ab) a?) 

{l + ab+Ca + bJofJ* 



On trouve 



YIII. Yerifier la proportion 



a-\-b a-\-1b a-\-b 



a + 2b a+Sb a + 3b 
IX. RSduire I'ezpression 

X* a^ 1,1 



afi— 1 a;»+l of— l^if+l* 

et verifier qu'elle est un polynome entier en x, 
Alo. B. !'• Partie. 
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X- R^duire I'expression 

«+i(a. + t._c.)+5+f(5.^c.-a')+5±i:(a.+c.-M). 
et verifier que la somme ne contient pas de d^nominateurs. 



CHAPITRE V. 

DES RADICAUX ALGfiBRIQUES, 

95. DEFINITIONS. On a vu (29) que, pour Clever un monome 
€ntier k la puissance m"", il faut 61ever son coefficient k la puis- 
sance m"^, et multiplier par m tons les exposants. Par suite, si 
le coefficient d'un monome est une puissance m"^ parfaite, et si 
ses exposants sont tons mulfiples de m, on extrait la racine m"^ 
de ce monome^ en extrayant la racine m"** du coefficient^ et en divi- 
^ant par m tons les exposants. Ainsi 



Le plus souvent il n*existe pas de monome rationnel dont la 
f)uissance m"^ soit £gale k un monome donnS ; alors on ne pent 
-qu'indiquer la racine m"" k Taide d'un signe. On disigne par'^K 
le nombre dont la puissance m"^ est igale i A. Genombre se 
nomme radical ^ et m est Yindice^du radical. On donne aussi le 
nom de radical au signe seul 7 * 

Lorsque A est un polynome, il n'arrive presque jamais, quesa 
racine m"* puisse s'exprimer par un autre polynome ; d*ailleurs 
ies regies qui conduisent k sa valeur, quand elle existe sous cette 
forme, ne se d^montrent que dans la seconde partie de Talgfe- 
bre. Nous I'indiquerons, dans tons les cas, par le signe y^A* 

96. Des DiFFi^RENTES YALEURs DE \/7l. Si Vou SO bome & con- 
sid6rer les nombres positifs, v^a, d'apr&s notre definition, une 
valeur unique et d6termin6e. Mais les conventions faites en 
alg^bre nous obligent, dbs k present, k lui donner un sens plus 
itendu. II pent arriver quatre cas. 
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!• Si A est positify et que m soil pair, la racine m** de A a deux 
valeurs £gales et de signes contraires. En effet, si i'on H^ye k 

la puissance m** le nombre ^A^ quel que soit le signe qui le 
pr^c^de, on . obtient toujours A , puisque le produit d'un 
nombre pair de facteurs n^gatifs est positif (40). Par exemple, 

\/4" reprfeente, d'aprfes nos conventions, — 2 et -f 2 ; car ces 
deux nombres ont fous deux pour carr6 le nombre 4. 
2'' Si A est positif et m impair, il n'y a pas lieu, pour le mo- 

mmty d'attribuer k yj, une signification plus g^ndrale qu'en 

arithm6tique. Ainsi v^8 = 2. 

3* Si A est n6galif et m pair , y'A ne repr^sente aucun 
nombre positif ou n^gatif ; car les puissances paires d*un nombre 
positif ou n^gatif sont toujours positives (40). 

4« Si A est n6gatif et m impair, posons A= — A'; alors 

y^A = "^ — . A' = — y A'; car w 6lant impair, la puissance m^ de 

— VX^sera — A' ou A (40). Ainsi v^ — 8 = — (/"S = — 2 ; car le 
cube de — 2 est — 8. 

Ges generalisations sont, en alg^bre, d*une grande importance; 
elles recevront plus tard de grands d^veloppements ; mais il 
ci'en sera plus question dans ce chapitre. Noi^ cansidirerans 
seulement les racines positives des nombres positifs. 

§ 1. Transformation des radicaiut. 

97. Principe I. Lorsqu'un radical est multiplie parun facteur, 
on pent faire passer ce facteur soias le radical, pourtm qu*on Filtve 
a une puissance marquie par Hndice. Ainsi 

a\b = yarb7 [1] 

Pour le prouver, il suffit de remarquer, qu'en 61evant a^b ei 

'yUrbk la puissance m**, on obtient des rfisultats 6gdux. En ef- 
fet, la puissance m"*' d*un produit 6tant le produit des puis-* 
sauces m*^ des facteurs, on a, pour la premiere expression : 

• 

(ay' b f* = a'^i^b )" = a**^. 
D'ailleurs on a, pour la seconde, d'aprte la definition m6me. 
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La m6me formule [1] d^montre^ qu'on pent faire sortxr un 
factewr placi sous le radical^ pourvu qu'on en extraie wie racine 
marquiepar rindice. 

98. Principe II. On rCaUhu pas la valeur d'un radical^ en mul- 
tipliant Vindice el Vexposant de ce radical par un mime nombre. 
AiDsi 

. ^a»="(^a^ [2] 

Pour le prouver, il suffit de remarquer, qu'en 61evant 7«*el 

'^aF' h la puissance tnp"*% on obtlent des rtsultats 6gaux. Et en 
effel, la seconde expression, 61ev6e k la puissance mp**, donne, 
par ddfinition, a^'. Quant k la premiere, comme la puissance 
mp^ d*un6 expression est la puissance p"** de la puissance m"" 
de cette quantity (28), on a : 

Les deux r^sultats sonl done bien 6gaux. 

La m6me formule [2] d^montre, qu'on peut diviser Vindice et 
Vexposant dCv/h radical par un mAme nombre, sans alterer sa 
valeur. 

99. Simplification d'un radical. Lorsque le radical porte sur 
une quantity 61ev^e h une certaine puissance, on peut souvent 
lui faire subir une simplification. 

I* Si Vindice de la racine est 4gal au degre de la puissancCy les 
deux opirations se dStruisent. On a, en eOet (9S) : 

'^Qr'=a. 

2<' S*il existe un facteur commun a Vindice de la raAne et a 
Vexposant de la puissance j on peut le supprimer. On a ^ en 
effet (98) : . 

3* ^il se trouve sous le radical un facteur dont Vexposant soit 
multiple de Vindice de la racine, on peut le faire sorlir du radical, 
en divisant cet exposant par Vindice. On a (97) : 

100. RlfiDUCTION DES RADICAUX AU M&ME INDICE. Soicut dCUX 

radicaux V^ Wl on peut mulliplier I'indice et Texposant du 
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ptermer par n, indice du second; puis multiplier Tindice et 
lexposant du second par m, indice du premier (98) ; on obtient 

ainsi : '^al^ et V^'** G^s radicaux ont le m6me indice; car 
cet indice est le produit des deux indices. 

On riduit done deux radicaux au mim& indice^ en mtUtipliant 
Vindice et fexposant de chacun d*eux par Findice de Vautre. 

On reduit de mtrne plusieurs radicaux au mime indice^ en multv^ 
pliant Vindice et Vexposant de chacrm d'eux pa/r le produit effectu6 
des indices de tous les autres. Ainsi les radicaux 

V^a=, ;;/6?, y/d!, ^t?, 
deyiennenty par cette transformation, 

"""^'O^^, "'^W^y ""7c7^, "^^CF^K 

Ges r^les ont beaucoup d'analogie avec celles k Taide des« 
quelles on reduit les fractions au m6me dinominateur. On pent 
m6me pousser Tanalogie plus loin, et donner aux radicaux un 
indice commv/n igal au plu^ petit multiple commun de lewrs indices. 
En efiety soit \k le plus petit multiple commun aux indices, m, 
njPyq\ de sorte que Ton ait : 

lA=mm', ft=nn', \u=:ppr, [»-=qq'\ 

en multipliant I'indice et I'exposant du premier radical par m\ 
et ceux des autres par n\ p'^ q\ respectivement, les radicaux 
deTiennent, 

""V^j "\/^S '^^7 'Vd^'f 
ou V«^> V^J V^'? V^'- 

S n. Operations surles radicaux. 

tot. MuLTiPUGATiON. LoTsquc Ics radicaux oni le mime indice, 
pour (aire leur produit^ on multiplie les quantitis placies sous les 
signeSy et Fon affecte le produit du signs commun. Ainsi : 

V" X 7^ X v^ X ^d= yabcd- [3] 

Pour le prouver, il suffit de remarquer, qu'en 61evant les deux 
membres h la puissance m"*, on obtient des r^sultats 6gaux. Gar 
lo second devient abcd^ par definition ; et comme la puissance m"" 
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d'un produit est le produitdes puissances tn*" des facteurs (20), 
le premier membre devient : 

(Va xT^xVoX^dT^ (W iW Cs/cT {VdT = abed. 
Si les radicaux n*ont pas le mime indice^ on les ramhne h un in - 
dice commun (100), et on applique la rfegle pr6c6dente. Ainsi : 

Si Us radicaux ont des coefficients numiriques ou litUraux^ on en 
fait le produit. Ainsi : 

3/i v^o* X 4/vv^a5 = 1 2hJi"^aF^P. 

102. Division. Lorsque les radicaux ont le mime indicCy pour 
diviser le premier par le second^ on divise lesquantitds placies sous 
les signeSy et Von affecte le quotient du signe commun. Ainsi : 



\/a /a 



w 



Pour le prouver,il suffitde remarquer, qu'en 61evant les deux 
membres k la puissance m*"% on obtient des r^sultats 6gaux. Et, 

en eflety le second devient, par definition, p Quant au premier^ 

comme la puissance m"*« d'une fraction est le quotient des puis- 
sances m"^ de ses deux termes (87), il devient : 

('M' (Tar., a 

Si les radicaux ont des indices diffirenU^ on les ramhne au mime 
indicCf et Ton applique la r^gle pr6c6dente. Ainsi : 



\ coefficients, one, . 



Si les radicauai ont des coefficients, on en fait le quotient. Ainsi : 

3/iV; 

105. Puissances d'un radical. Pour ilever un radical a une 
puissancCy on ilive i cette puissance la quantiti placie sous le ra^ 
dical. Ainsi : 

C)/^y=';/zy. [5] 
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Pour le prouver, il suffit de remarquer, qu*en £levant les 
deux membres k la puissance tn***, on obtient des r^sultats 
£gaux. Et, en efTeti le seeond devient, par la definitions a'^ 
Quant au premier, comme la puissance m** de la puissance p"* 
d'une quantity est 6gale h la puissance pm** ou h la puissance 
mp*^ de cetle quantity, et r^ciproquement, on a : 

Apr^s Top^ration, on simplifie le radical, s'il y a lieu (99). 
Si le radical a un coefficient , on ViUfoe a la mime puissance. 
Ainsi : 

104. Racines d'un radical. Pour extraire une racine dCun 
radical f on mfuitiplie Findice du radical par IHndice de la racine, 
et Ton simplifie ensuite le r^sultat, sMl y a lieu. Ainsi : 

^y^i«="^^ [6] 

Pour le prouyer» il suffit de remarquer qu'en 6Ievant les deux 
membres h la puissance mp**, on obtient des r6sultats ^gaux. 
Et, en eflet, le second devient alors, par la definition, a*. Quant 
au premier, comme la puissance mp** d'une quantity est ^gale h 
la puissance m"* de la puissance p*** de cette quantity , on a : 

S III. Des expos nts fractionnaires. 

10ft. DEFINITION. On a Yu (98) que, pour extraire la racine p** 
d*une quantity a**', dont Texposant est multiple de Tindice, il 

suffit de diviser Texposant par Tindice. Ainsi \/c^ = a*. Mais, 
si la division n'est pas possible, la r^gle ne s*app1ique plus, et la 

racine p"* de a** s'6crit alors \/c^» Si, toutefois, on appliquait 

M 

encore la rfegle pr^c^dente h ce cas, on devrait 6crire a^. On 
conservera done k cette r&gle toute sa g£n6ralit£, si Ton convient 

de repr6senter le radical (/a* par le symbole o'. 
Nous admettrons , comme definition , qu'une lettre a , affectie 

d^un exposant fraclionnaire — , reprisente un radical qui a pour 
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exposara le numirateur m, et pour indice h dinominateur p. Et 
nous allons voir que cette notation nous permettra d'6noncer 
plus simplement les r^sultats pr6cMents. 
MaiSy avant d'en montrer les avantages, nous ferons remar^ 

quer qu'elle n*implique pas contradiction ; et que Texpression a^ 
conserve la mfime valeur, si on y remplace Texposant — par une 

fraction £gale -r f En d'autres termes, si I'on a — = — r» 

on aura aussi o^ = a^^ 

c'est-i-dire, en vertu de nos conventions, 

Or cette derni^re 6galit£ est ^vidente : car si Ton r6duit ces deux 
radicaux au mfime indice, ils deviennent ^^^ et '^^^; et Ton 

voit qu'ils ont alors le m6me exposant, puisque r6galit6 — = -^ 
entralne I'^galit^ mp' = m'p. 

106. G^f^^RALISATION DE LA R^GLE DES EXPOSANTS POUR LA 

MULTIPLICATION. On a d6montr6 (28), pour les exposants entiers 
et positifsy la formule 

a~Xa" = a"»+\ [1] 

Cette formule est encore vraie, si l*un des exposants m ou n, ou 
tons les deuX| sont fractionnaires. 

Supposons d'abord m fractionnaire et £gal & -, n restant en- 
tier ; nous aurons, d'aprfes la definition et le principe I (97) : 

or, si Ton applique notre convention h cette derni&re cxpres- 
sion, elle devient, a « ou a« ; 

done a«xa*=a« • 

Si maintenant les deux facteurs ont des exnosants fraction- 
naires, w=^, n=^, on aura: 
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or ce dernier radical peut s*£crire, d'apr&s nos conyentions, 



a «* ou a«**'; 
done a^xa*=^a9 *. 

107. 6]£N]£rALISATI0N DE la RilGLE DES EXPOSANTS POUR LA 

DIVISION. On a (89), j)our des valeurs entiires et positives de 
met den: 

Gette formule est encore vraie, si m ou n» ou tous les deux, 
sont fractionnaires. 

Supposons d'abord m = -, et n entier ; nous aurons : 
or ce dernier radical peut s'^crire, d*apr&s nos conventions. 



a « 


ou 




• 


a«: 


a*= 




• 



done 
Supposons ensuite m entier, et n = ^ ; il viendra : 

or ce dernier radical s'6crit, d'aprfes nos conventions. 



m-t. 

a « ou a /; 
on en conclut : o:^ia^=a *. 

Supposons enfin m=-, ns=^ ; il viendra : 

€r: a^=^a^ : cF= {^a»': v^a'-= Va^: v^== V^^*^; 
et, comme ce dernier radical s'^crit, d'apris nos conventions, 

a«* ou aP'^y 

on en conclut : a« : a^= a« \ 

108. GiN^RALISATION DE LA RIiGLE DES EXPOSANTS POUR LA 
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FORMATION DEs PUISSANCES. On d d^moDlrfe (29), pour les va* 
leurs enliferes et positives de m et de n, la formule 

(a"')*=a"»". [3] 

Celte formule est encore vraie, quand m ou n, ou tons les deux^ 
sont fractionnaires. 

Supposons d'abord m = ^^ n entier ; on a : 

(a«)* = (o«)* = {^a^T = \/aFi 
et commey d'aprfes nos conventions, 

on en conclut: (a"»)«=a«''*=a"**. 

Supposons, au contraire, m entier et n = - ; on a : 

(a**)» = (a~)5 = v' (a?)5= y* a?^== o^ = a"*" « = a"»*. 
Supposons, enfin, m=z^^ n=::^; nous aurons : 

109. GENERALISATION DE LA rEgLE DES EXPOSANTS POUR L'EX- 

TRACTioN DES RACiNEs. On a vu (105) qu^, pour des valeurs en- 
ti^res et positives de m et n, on a la formule 

ya^=cr, [4] 

formule d^montrie quand n est divisible par m, formule de con- 
vention quand la division n'est pas possible. Gette formule est 
vraie, quand m ou n, ou tons les deux, sont fractionnaires. 

Supposons d'abord m entier, et n = - ; nous aurons : 

or, d'aprfts nos conventions, "^a? s'6crit 

a«»« ou a« : 



— — C J i» 



done v'tt**=a« =a' 



n 
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SapposoDS, en second lieu, m = -, n reslant entierc La ra- 
cine, d'indice - , de la quantity a^ est le nombre dont la puis- , 

sance - est £gale k a\ D^signons ce nombre par x^ de telle 

sorte que 

^ #/— 

a;«=a% ou v^'=^'*» 

Si Ton £live les deux membres k la puissance ^^ puis si Ton 
extrait des risultats la racine p^ , on aura successivement : 



• :« 



done a?=V^a*=a '*=a*". 

E 

Supposonsenfinm=?, n=^;ya^ est la quantity x, dont 

afl=za* , ou V 0?'= v ^''• 

£levant les deux membres k la puissance 9*^, puis extrayant des 
r£sultats la racine f^, nous aurons successivement : 

^^ „ , - • 

done a?=: v'a* = a* ' « = a^. 

iiO. GENERALISATION DANS LE CAS OU LES EXPOSANTS FRACTION- 

NAiREs soNT nEgatifs. Nousavous suppos^, dans ce qui precede, 
que les nombres m et n sont positifs. Les diverses formules que 
nous avons g6n6ralis6es sont encore vraies , lorsqu'on donne 
aux exposants fractionnaires des valeurs negatives, pourvu que 

Ton convienne de repr^senter par le symbole a < Texpression 
E (89), ou, ce qui est la m6me chose, Fexpression -7= (iOtt). 
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En efTet, si, pour toutes lesvaleurs positives, enti&res ou frai' • 
tiounaires de m, on a toujours la formule 

^ 1 

les raisonnements qui nous ont senri, dans le chapitre pricS- 
dent (89 h 92), k fetendre les formules aux cas ot les expo- 
sants sont entiers et n6gatifs, s'appliquent, sans modifications, 
aux cas od ces exposants sont fractionnaires et n^gatifs. 

Remarquons que la formule [2] (107) n*est vraie, quand on a 
tn<n, qu'autant qu'on adopte la nouvelle convention que nous 
venous de faire. 

line seule generalisation reste k faire, dans le cas de Textrac- 
tion des racines. On a (109), pour toutes les valeurs positives 
de met de n, enti^res ou fractionnaires, la formule 

Gette formule est encore vraie, quand m ou n, ou tons les deux, 
sont n^gatifs. 
Supposons d'abord n n^gatif et ^gal k^n\ tn positif, on a : 



I 



or, d'apits nos conventions, cette derni6re expression s'terit : 



—II' 



a "», ou a-"'**; 
done y^ a^=a'^ • "*= a"*. 

Supposons ensuite m n^gatif et 6gal h ^m\ n restant posi- 

tif ; "Va" est une quantity a?, dont la puissance (— m^ est 6gale 
a a*". Ainsi 

ar"»=a", ou ^=cl% ou ar'=^=a— , 
ef, par suite, a?=\/a-*=a*^=a*'-«'=a'*. 
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Supposons enlin m=—m\ n=—ri\ yfcr^' est la quantity x 
qui, flevte k la puissance ( — m'), reproduit ar*^. Ainsi, I'on a : 

« 

On tire de \k : x=>Jar'= oT' = ar^z=z(]p. 

En r^sum^y tdutes nos formules pour la multiplication, la 
division , F^l^vation aux puissances et I'eztraction des racines , 
sent g6n£rales : elles s'6tendent k toutes les valeurs positives ou 
nigatiyesy enti^res ou fractionnaires, des exposantset des in- 
dices. 

S lY. Applications. 

lit. Rendre rationnel le d^nominateur dune fraction. 
Lorsque le d^nominateur d'une fraction contient un ou plu- 
sieursradicaux, il est souvent utile, principalement au point de 
vue des approximations num^riques, de le d^barrasser de ces 
ladicaux, de le rmdre rationnel. Nous en donnerons quelques 
exeinples. 

l"" Soit -;= : on multiplie les deux termes par ^ , et Ton a : 

m m\/a 

2» Soit — = ;= ; on multiplie les deux termes par ^a — ^; 

le d(inominateur devient la difference de deux carr^s, et Ton a : 

m m (y/g — ^V) m(\/a — y/b) 

SoDemfime: .^^^ m^a + v/ft) ^ 

)/a^yJb a— ^ 

4* De m£me encore : 

m m(a qiy/^ ) 

a±^~ o} — b 

tn 
5«Soit -= r =; on multiplie les deux termes par 
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yja — yjb -^ ^\ alors , en consid^rant yfa--^ comme une 
seule quantity , on voit que le d6nominateur est encore le pro- 
duit d'une somme par une difference ; et Ton a : 

m m (y/g — \/h — y/c) fn{^a^ ^h — \/c) 

V^ — V^F + V^c"^ {yJa — yJbY — c a + 6— c— Sv^od* 

et le d^nominateur ne contenant plus qu'un seul radical, on est 
ramen6 au quatri^me ca^. 

6* Soit -7= 7= 7= ; on considire le d^nominateur 

}Ja — v^+o — yd 

comme compos6 de deux termes (y/a — yjV) et (c— v^^ et Ton 
multiplle par leur difference. On a ainsi : 

m m{}fa — y/h — c-\-s/'d) 

m{\/a — y/S + y/d — c) 

'^{a+6 — c*— d) — 2v^a6 + 2cv^3' 

et le denominateur ne contenant plus que trois termes, la sola- 
tion est r^men^e au cinqui^me cas. 

?• Soit maintenant ^^r::^ — re. On salt que 

(« + p)(««_ap + p«) = a«+p«. 

On multiplie done les deux termes par V? — Vab + y/6*, et 
Ton a : _ 

m _ m (y^— ^g^ + ^) 

&" De mCme : 

m _ m ( y/g* + y/g6 + ^y) 
^5-.^"" g— 6 

EXERCICES. 

L Simplifier Tezpression 



Oa troure 



(n+1) y/n—a 
(n— 1} y/n+a* 
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n. verifier que la valeur 

annule.. Texpression «• + Zpx + 2q, 

quels que soient p et q. 

ni. Verifier r6galit6 

II It It 

n suffit d'^Ieverau carr6 les deux membres, pour obtenir une identity. 
lY. R^duire I'ezpression 

On trouve 4af V*'— 1. 

Y. Amplifier rezpression 

On trouye «— v« y, 

YI. Simplifier Tezpression 

2. ?. L 

On trouye (a-» + ^)*. 

Yll. Que devient I'expression 

1 — (MP / I H-bag 
1 + 0* Vl— &«• 

quand on y fiiit *~fl V T"" ^ ' 

Elle dOYient dgale i Tunltd. 
YIII. Que devient I'ezpression 

2(tit?— Vw'— 1 V»^ — Of 
quand on y fait 2ii= « + -, 2r =y + -^ 

Elle devient 6gale h - + ?• 

y X 

IX. Que devient, dans la mdme hypoth^se, rexpression 

2 (ut? + Vw*^ >/»>^0? 
Bile deyient 4gale it *^ "^ icii * 



I 
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X. Que devient Texpression 

20 V !+«' • 



quand on y fait *^KV6""Va)^ i 

EUe devient 6gale It a+&. ^ • 

XI. Quedeyientrexpresssion 

Va + flp— Vo— «* , 

q[uand on y fait »= Tfry ^ 

EUe devient ^gale & 5. 

I 



LITRE 11. 

DES ^QUAITOIVS DU PREMIER DEGR£. 



CflAPITRE I. 

PIUKCIPES GENERAUX RELATIFS AUX EQUATIONS 

CONSIDEREES ISOLEMENT. 

§ I. Definitions. 

112. toALvrt. Deux quantit^s s^par^es par le signe = for* 
roent une igalitL 

113. iDENTni. On nomme identiU Texpression d*une £galit6 
qui a lieu entre deux quantit^s uuni^riques , ou entre deux for- 
inules, independamment de toute vcUevr particulUre attribuie aux 
lettres qu^elles renferment. Ainsi- 

5 = 5, 8 = 7 + 1, - 

a"»Xa* = a*'*^", 
sont des identit^s. 

114. Equation. Oa distingue plus spicialemeot, sous le Aom 
i*iquation^ une igaliU qui rCa lieu que pour certaines valeurs par- 
ticulihres des lettres qu'elle renferme^ et qui pent, par suite, servir 
k la determination de ces valeurs. Ainsi 

3a; — 13 = 15 —a? 

est une Equation : elle n'a lieu que pour la valeur particuli^re 
a?=7. 

Une Equation a deux memhres; ce sont les deux expressions 
s^par^es par le signe =. Le premier membre est k gauche, le 
second est h droite du signe. 

Les lettres, dont certaines valeurs parliculiferes transforment 
Tdqaation en identity, se nonanient les inconnuss de T^quation; 
Alo. B. I** Partie. 6 
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et ces valeurs parliculiferes sont les solutions ou les racines de 
r^qualion. On repr6sente urdinairement les inconnues par les 
derniferes letlres de Talphabet, a?, y, z ... 

Resoudre una Equation, c'est determiner ses racines. On dit 
qtie les racines d'une Equation virifient cetle Equation ^ satis font 
h cette Equation, parce qu'elles la trans(orment en identity. 

La resolution des Equations est la partie la plus importante, et, 
d'apr^s quelques auteurs, le but veritable de Talg^bre. 

115. l^QUATiONS ]£quivalentes. Ou dit que deux Equations, 
qui renferment les niAmes inconnues, sont ^quivalentes, lors- 
qu'elles admettent les ruimes solutions. On pent toujours substituer 
h une equation une equation equivalente. 

116. Equation a une ou plusieurs inconnues. On distingue 
ies equations d'apres le nombre des inconnues qu'elles renfer- 
ment : ainsi on a des equations k une. inconnue x, k deux in- 
connues X eiy,k trois inconnues Xy y, z, et ainsi de suite. 

117. Degr^ d'une Equation, Lorsque les deux membres 
d'une equation sont des expressions rationnelles et enti^res par 
rapport aux inconnues qu'elle renferme, le degri de Equation est 
la somme des exposants des inconnues dans le terme oit cette somme 
est la plus grande. 

ExEMPLES. ' 3a; — 7 = 8 — 2ic 

est une Equation du premier degrS^ k une inconnue x. 

4a;y— 3«=2 — 5y 
eat une equation du second degr6. k deux inconnues x, y. 

$ II. Principes. 

118. Th^orjime I. On peut ajouler une mime quantiti aux deux 
membres dune Equation ^ sans alUrer les conditions qu'elle impose 
AUX inconnues: en d'aulres termes, on forme^ par cette addition y 
une equation equivalente a la premiere. 

En effety soient A et B les deux membres de cette equation » 

A = B; [1] 

ajoutons aux deux membres la quantite m; nous aurons : 
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Toule solution de ri^qualion [1] donne, par hypolhfese, i A et 
h hy des valeurs num^riquos ^gales : done si Ton ajoute k ces 
yaleurs la valeur num^rique correspondante de m, on obtient 
des nombres ^gaux. Or ces nombres son! les valeurs numeri- 
ques des deux membres de T^quation [2]. Done (oute solution 
deTfequation [1] v^rifie !'6qualion [2]. 

Reciproquement, toute solution de I'^quation [2] donne k 
(A + m) et k (B + m) des valeurs num^riques 6gales : done si 
Ton retranehe de ces valeurs la valeur num^rique correspon- 
dante de m, les restes sont ^gaux : or ces resles sout les valeurs 
num^riques de A et de B. Done toute solution de T^quation [2] 
v6rifie i*6quation [1]. 

Les deux Equations sont done ^quivalcntes. 

119. Remarque, m d^signant un nombre quelconque qui 
pent 6tre positif ou n^gatif, on n'ajoute rien k la g6n6ralil6 de 
1 6nonc6 pr6c6dent, en disant : on peuty sans alterer la signifi- 
cation d*une equation^ augmenter ou diminuer les deux membrei 
d'un mtme nombre, 

120. COROLLAIRE I. TRANSPOSITION DES TERMES. On peut tOU^ 

jours faire passer un terme quelconque d'une Equation d'un membre 
dans Vautre, pourvu que Ion change son signe. 

En effet, si le nombre m est ^gal et de signe contraire k Tun 
des termes de T^quation, ii le d^truira; et ce terme disparaltra 
du membre oi il se trouvait, pour reparaltre dans I'autre avec 
un signe different. Par exemple, soit T^quation 

en ajoutant (^«) auz deux membres, on obtient : 

2=5— 3*— a?i 

et le tenne « est pass6, comme on yoit, d'un membre lana Tautre, en cban- 
geant de signe. 

121. CoROLLAiRE II. On pcut changcr simultandment les signcs 
de Urns les termes dCune Equation. Gar eela revient k transposer 
tons les termes du premier membre dans le second, et tous les 
termes du second dans le premier. Par exemple, soit r^quatiun 

3— 05=15— 2x; 
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tiftn-sposons tous les termes ; nous aurons : 

2a — 15=« — 3; 

uu^ vo qui est la mfime chose, 

flf— 3=2«— 15; 

et tous les termes out, comme on voit, change de signe* 

122. Th^orI:me IL On pent multiplier les deux mei ibres d*um 
iquation par une mime quantUSy sans altSrer les conditions gu^elle 
impose aux inconnmSy pourvu que la valeur numMque du multi- 
plicateur ne soil pas nulle. On formey par cette multiplication , une 
iquation iquivalente a la premihre. 

Pour le prouver, soil r^qualion propos6e : 

A = B; [I] 

multiplions les deux membres par m\ nous aurons : 

A?n-^Bm. [2] 

Or toute solution de T^quation [1] donne Ji A et ^ B des valeurs 
num^riques Agates : done si Ton multiplie ces valeurs par la va- 
leur num^rique correspondante de m, qui n'est pas nulle, les 
produits seront 6gaux. Or, ces produits sont les valeurs corres- 
pondantes des deux membres de T^quatioii [2] : done toute so- 
lution de r^quation [1 J est solution de I'^quation [2]. 

R^ciproquement, toute solution de T^quation [2] donne des 
valeurs 6gales k km et & Bm; done, si Ton divise ces deux nom- 
bres par la valeur correspondante de m, qui n'est pas nulle, les 
quotients sont 6gaux; et comme ces quotients sont les valeurs 
num^riques de A et B, toute solution de F^quation [2] est solu- 
tion de r^quation [1]. 

Alnsi, les deux Equations sont ^quivalentes. 

125. Puisque Ton pent multiplier les deux membres d'une 
Equation par un nombre quelconque, on peut aussi les diviser par 
un nombre quelconque; car diviser par m, revient k multiplier par 

— . 11 faut seulement que le nombre m par lequel on divise, ne 

soit jamais nul. 

124. Remarque importante. Le principe pr6c6dent suppose 
essentiellement, que le multiplicateur m est different de z^ro : 
les Equations [1] et [2] ne sont 6quivalentes qu*^ cette condition. 
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Et en efTet, la seconde peut, si Ton transpose tous les termes 
dans le premier membre, se mettre sous la forme : 

(A — B)m = 0. [2] 

On voit que toute solution de i'^quation [1], rendant A ^gal h 
B, ou A— B 6gal k z6ro, v6rifle encore Tiquation [2]. Mais la 
r^ciproque n'est plus vraie, si m peul 6lre nul ; car alors T^qua- 
tion [2] pourra 6tre v^riQ^e, sans que A de?ienne 6gal h, B. 

EzEMPLB. Soit r^quation 

3— «=15 — 2a;. [1] 

Ifultiplions MS deux membres par («— 1) ; nous obtiendrons la nouTelle Equa- 
tion 

(3 - X) («- 1) = ( 15 - ix) {X- 1). [2] 

La solution «= 12, qui v^rifie la premi&re, .vErifie Evidemment la seconde. 
Hals la valeur «= 1 , qui annule le multiplicateur {x — 1), satisfait k la seconde, 
puisqu*elle rend nuls ses deux membre ; et cependant elle ne v^rifie pas la pre^ 
midre. 

Aiiisi la miUtiplicdtion des deux membres de Viquation par un 
facteur^ contenant les inconnues^ pent introduire des solutions tTRAin- 
G^REs. Ces solutions introduites sont celles de V6quaXion qu'on obtien- 
draity en igalant & ziro le multiplicateur ^ com me on le voit dans 
Texemple pr^c^dent. Par consequent, lorsqu'on aura 616 oblige 
de multiplier les deux membres par un pareil facteur^ on devra, 
apr6s avoir r6solu T^quation r^sultante, ^tudier les solutions 
obtenues, et rejetcr comme 6trang6res celles qui aonuleraient 
le facteur sans v6rifler T^quation proposde. 

II r^sulte de 1^, qu*en divisant ks deux membres parune expres' 
sian contenant les inconnuesj on s^expose a supprimer une ou plu- 
sieurs solutions : mais les solutions ainsi supprinUes sont celles de 
I'equation qu'on obtiendrait en egalant ^ z^o le diviseur. Par con- 
sequent » lorsqu*on aura 616 oblig6 de diviser Ics deux membres 
par une pareille expression , on devra r6soudre non-seulement 
1 equation resultante, mais encore r6quation auxiliaire obtenue 
en 6galant le diviseur k zero, et 6tudier les solutions de celtc 
derni6re pour les r6tablir, si elles ont 6t6 r6ellement supprim6es. 

Si le multiplicateur ou le diviseur m, sans contenir les incon- 
nueSy est une expression litt6rale, la transformation est permise ; 
mais il faudra 6viter, dans la suite des raisonnements, les hypo* 
theses qui rendraient cette expression 6gale k z6ro. 
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I2tS. GOROLLAIRB. fivANOUISSEMENT DES D^NOMINfTEURS. Lors-^ 

qu*%me iquation renferme des termes fractionnaireSj on la ramhne 
a la forme erktihrey en muWpliant tous les termes par h produU des 
denominateurSy ou mime par le plus petit multiple commun a tous 
ees dinominateurs:eiVon obtientainsi, en g^n^ral, une Equation 
6quivalenle k la premifere. Celte rbgle est la cons6quence 6vi- 
dente du Th^or^me II et des prlncipes surles fractions. 

ExBMPLB I. Soit r^quation 

multiplions les deux membres parle prodait « (as+ 1); nous aurons: 

cm 2x» + 2«=x + l+»»— » + 3a?. [2j 

II faut remarquer^ toutefois, que le facteur a; [x-\-\), 6gal6 k z6ro, donne 
.pour solutions «=0, x=. — 1. Ce sont les seules solutions que la multiplica- 
tion ait pu introduire. Or, elles ne v^rifient l-^quation [2J ni Tune ni Tautre : 
done les deux Equations [1] et [2J sont ^quivalentes. 

ExEMPLB II. Soit r6quation 

x — a X +a x^—a^* *• ^ 

On 7oit qu*il suffira de multiplier les deux membres par («*— o*); car ce deno- 
minate ur est divisible par les autres dSnominateurs (« 4- <^) et {x — a). On aainsi: 

« + a + ap--a=l. [2] 

Comme r^quation 05* — a* = n'a pour solutions que »=+oet x= — o, les- 
quelles ne v^rifient T^quation [2] ni Tune ni Tautre, les Equations [1] et [2] 
sont ^quivalentes. 

ExBMPLE III. Soit encore T^quation 

«' 1 

si Ton multiplie les deux membres par x—l, on a : 

«— 1— a?=— 1— 6a; + 6. [2J 

Gette demi^re Equation admet pour solutions 6 et 1 : mals le nombre 6 v^rifie 
seul r^quation [1]; et la valeur a;=l, qui annule le multiplicateur (x— l),doit 
6tre rejet^e. 

126. ThiSorAme III, Lorsqu*on ilhve 4 une mime puissance les 
deux membres d^une iquationj on introdiiit, en g6niral, des solu^ 
tions itranghres. En eiTet, soit i'^qualion 

A = B. [1] 
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Si Ton £l&ve les deux membres au cari:6, on a : 

A« = B». [2] 

On Yoit que toute solution de la premiere est solution de la se- 
conde. Mais.cette dernifere, pouvant s'6crire sous la forme 

A»— B«=0, ou (A— B) (A + B)=0, 

renferme k la fois les solutions des deux (Equations, 

A — B = 0, A + B = 0. 

Elle est done plus g^n^rale que la premiere. 

De m6me T^quation A* = B* 

pent s'6crire A« — B* = 0, 

ou (A— B){A— * + BA— • + Ii»A«-^+....+B«-*) = 0. 

Elle admet done, outre les solutions de T^quation [1] qui annu* 
lent le premier facteur, celles de T^quation 

A— * + BA"^«+B»A«-»+..,.4-B«-*.= o, 

qui annulent le second facteur. 

Lors done que Ton est oblige, pour r^soudre une Equation, 
d'^lever ses deux membres k la m^me puissance, il faut, apr^s 
avoir r^solu T^quation r^sultante, 6tudier les solutions obtenues, 
et rejeter comme 6trang^res celles qui ne v6rifieraient pas 1*6- 
qualion propos6e. Parexemple, soil T^quation 

. V9— x=a; — 9. [1] 

Si, pour r^soudre, on ^ISveles deux membres au carr6| on a: 

9— «=»»— 18X+81. 12] 

Or, on peut reconnattre que cette demi&re 6qu%tion est v^rifi^e par a; = 9 et 
par OP = 8. Mais, si la valeur xz=9 convient k r^quation proposes, la valeur 
x^ 8 ne convient pas, et doit 6tre rejet^e. 

On se rend compte de ce rfisullat, en remarquant que I'^qua- 
tion [2] n'est pas seulement le carr6 de T^quation [1]; elle est 
aussi le carr6 de T^quation 



— V'^ — a?=a?— 9, 
laqutile admet pour solution x=S. 
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CHAPITRE II. 

BESOLUTION DE L'EQUATION DU PREBUEA DEGEE 

A UNE 8EULE INCONNUE. 

$ I. RSgle pour r^udre riquation. 

i&7. ExEHPLES. Les principes, exposes dans ]e chapitre pr6« 
c6denty suffisent pour r^soudre une Equation du premier degr6 
k une inconnue. Donnons-en quelques exemples. 

EzBMPLe I. Soit I'^quation 

On chasse d'abord les dtoominateurs (12S), en multipliant les deux membres 
par S4| qui est leur plus petit multiple commun. L*6quatioii 

252«— 112 — 21«=20» + 168» + 1092 [2] 

est eerutvalente k la premiere; car le multiplicateur est num6rique (122). 

Oo faitensuite passer daus unmembreles termes qui contiennent rinconnue, 
et daDS I'autre ceuz qui ne la contiennent pas (120) : on obtient ainsi 

252«— 21« - 20a;— 168a? = 1092 + 112, 

ou, en r^duisantles termes dans chaque membre, 

43aj= 1204, [3] 

^nation 6quiTalente k T^quation [2j , d'apr^s le principe (148). 

Enfin ondiyise les deux membres par 43 (122), et Ton obtient T^quation 

Equivalents 

f=28. [4] 

Or, eette demi^re Equation est T^rifiEe, quand on y remplace a; par 28 : et 
elle n'apas d'autre solution* Done TEquation [i] admet la solution 28, etn'en 
admet pas d'autre. 

On vErifie la solution en rempla^nt x par 28 dans TEquation [1] ; les deux 

2 

membres deviennent Egaux k 75 r* 

3 
ExEHPLB n. Les coefficients peuvent 6tre algEbriques. Soit TEquation 

a (a+&)» (a + i»)* a a+6 '^ 

On multiplie tous les termes par a(a'\' b)*, plus petit multiple commun des 
dEnominateurs : I'Equation nouvelle 

(2a + &) t« (a + b) « + o»5> [2] 

= 3ac (o + b)*x + b (a + hfx^3a*be (a + b)» 

est Equivalente k la premiere, pounru que Ton ne fasse pas ultErieurement Thy- 
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pothftse a=0| ou rhypoth&se 5= — a, dont chacune axmule le mu1tip]ica< 
teur (124). 

On fait passer les termes inconnus dans uo membre et les termes connus dans 
Tautre. L*6qaation 

=3oc (a+6)»«+& (a + 6)»»— (2a + &) l>*(a + &) » [3] 

est ^quivalente \ la seconde. 
Puis on met x en facteur commun dans le second membre , ce qui donne : 

a^h*-\-Za*hc (a4-b)*= I3ac (a + &)» + 5(a + b)»- (2a + 5) h* {a + b)]x, 

et Ton divise les deux membres par le coefficient de x. On a ainsi ace nouyelle 
Equation : 

o»&«+3fl'bgfa-fb)» . , 

*~3ac(a + 6)»+6(a-hb)^— (2a + 5)b»(a + 6)* '*^ 

qui sera ^qdralente aux autres, si quelque hypoth^se n*annule pas le d^nomf- 
nateur. 
Or, le num^rateor est igalli a^h { ab +3e (a + b)' ) . Les deux derniers termes 

du d6nominateur peuvent s'^crire 

t(a+6){(a + b)»-b(2(i+b)), 
ou , en r6duisant , 5 (a + b) o^. 

Done le d^nominateur s'^crira : 

3ac(a + b)«+a»6(a+6), 
ou, en mettant a (a + b) en facteur commun , - 

a(a + b]lab + 3c(a + b)M. 
Done enfin la Yaleur de x pent s^Scrire : 

a*b{ah4-Ze{a + }>y] -. 

a(a + b)lab + 3c(a+b)» \ ' *-*! 

on, en sapprimant les facteurscommuns, 

a+b * ■* 

Comme le d^nomlnateur de la formule [5] deyient nul, soit pour a=0, soit 
pour h=^'-a, soit pour c=— 4. mi * ^^ faudra s'abstenir, dans les appli- 
cations, decestrois bypothtes. 
Onvirifie ais^ment que la solution trouv^ satisfait 2i l*6quation [1]. 

128. RiGLE gAn^rale. Od conclut dc ces raisonnemeiits la 
rigle suivante : Pour risoudre urn iqiMilum du premier degri a 
une inconnue: 1* on chasse les ddnominateurs; 2® on transpose dans 
tm membre les termes qui renferment Cinconnuef et dans VayXre 
ceux qui ne la contiennenl pas; 3* on riduit dans chaque membre 
ks termes ssmblables; 4" on divise le terme indipendant de l*inconnue 



\ 
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par le coefficient de cette inconnue. Le quotient est la valeur de 
rinconnue, sous la rfeerve des restrictions que hous avons 
6nonc^es. On v^rifie d'ailleurs cette valeur, en la substituant 
dans r^quation propos^e, qui doit se transformer en identity. 

S II. Equations qui se ram^nent au premier degr6. 

Une Equation, qui n'est pas du premier degr6, peut, dans cer- 
tains caSy y 6tre ramen^e, h I'aide de quelques transformations. 
Nous en donnerons quelques exemples. 

129. L'^quation est irrationnelle. 

ExBHPLE I. Soit r^quation'^ 

Si Ton ^I&ve les deux membres au carr^, il vient : 

4+«=16 — 8v^» + «, [2] 

ou, en faisant passer les termes inconnus & gauche , les autres k, droite, et sup- 
primant ceux qui se detruisent, 

8v^5^12, ou 2v/r=3. 13] 

£levant encore au carrS^ on a : 

[4] 4a?=9, d»oft ap= ?. [5] 

Comme toute solution de T^quation [IJ v6rifie toutes les suivantes, qui en 

sont des consequences, et que lY-qualion [5] n'admet que la solution x =■ - , il 

est clair que P^quation [1] n*en saurait admettre d'autre. Mais il n'est pas cer- 
tain que cette valeur satisfait effectivement i cette Equation : car on a, par deux 
fois, 61ev6 I'^quation au carr6, operation qui peut introduire des solutions 

Strangeres (126). II est done n^cessaire de verifier la solution trouv4e par une 

9 
substitaiion directe. Or, en rempla9ant z par -, le premier membre de T^qua- 

tion [1] devient : 

. ^*— =\/^=\/f=|' 

et le second 4— v'«=4— i/-=4 — ? = §. 

La verification r^ussit done; mais elle 6tait indispensable. 



Dans cette Equation , v/4 + a? et ^x d^signent des nombres positifs : nous 
laissons de c6t6, pour le moment, la double valeur qu'on peut leur attribuer. 
11 en sera de m6me dans le reste de ce cbapitre. 
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EzEKPLB II. Soit encore T^quation 



Poor faire disparaltre an des radicaux, on Visole dans un membre, en ^crivant 

yjx — v/l — a?— V^— 1 , [2] 

et Ton il^ve au carr6 les deux membres ; il vicnt : 

ou, simplifiant el changeant les signes, 

^1 — aj=2 v'*— 1. [41 

Elevant de nouveaa an can6, on a : 

1 — «=4af— 4*Vi?+l, I5J 

ou, simplifiant et transposant, 

4 ^x=^x, [6] 

Eleyant an carrd pour la ixoisi^me fois^ nous avons : 

16«=25ap*, [7] 

^uation que Ton peut ^crire, en mettant tons les termes dans le premier 
membre, 

»(16-25a;)=0. [8] 

Pour qu'un produit de deux facteurs soit nul,-il faut et il suffit que Tun des 
facteurs soit nul. Les solutions de r6quation [8J sont done : 

' 25 

r^quatinn [1] n'admet pas d'autres solutions que celles-lSi. Pour savoir si elle 
les admet effectivement, faisons la substitution directe. La valeur d;=0 donne : 

1 — 16 

— V — 1 = 1 > ce qui ne signifie rien ; et la valeur a? = — donne : 

25 



vf-ViH^='. 



4 1 

ou, r^duisant , - — - = 1 , 

o o 

ce qui n*est pas vrai. Ainsi aucune des deux solutions ne conTient & T^qua- 
tion [1]. 
II est facile de voir que la yaleur x=0 v^rifie T^quation 



}fi + ^x-\- Vl-«==:li 



16 
que la yaleur ap= rr v^rifie T^quation 

25 



et que ces Equations condulsent toutes deux h. la m6me Equation [71 , en sui- 
▼ant la m6me marche que pour T^quation proposee. 
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ioO L'^quation ne renferme Tinconnue qu*& une ccrtaine 
puissance; alors elle peut 6tre consid^rfee corame 6tant du pre- 
mier degr6, si I'on prend cette puissance pour Tinconnue. 



ExEMPLB III. Soit r^quation 



"* +rAr=2&. W 



l+2x 1 — 2a? 

On multiplie lesdeux membres par le produit (1 +2x) (1 — 2x) , ou par (1— 4a;'); 
il vient : 

a(l— 2«) + o(l+2»)=26(l— 4«»),. [2] 

ou, effectuant les multiplications, et supprimant lestermes qui se ddtruisent, 

2a=2b— 85«». [3] 

Si Ton consid^re a^ comme rinconnue^ cette Equation est du premier degr^, 
et on en tire : 



, b — a 

X* = ' . X 

46 ' 



=V/V- w 



151. L'^quationne renferme I'mconnue que sous un radical; 
elle est du premier degr^, si Ton prend ce radical pour in- 
connue. 



ExBMPLB IV. Soit r^quatfon 

ox — y y/ax — h 
\ax+ b"" c 



= c. [1] 



Comme le num^rateur de la premiere fraction est divisible par son d^nomina- 
teur, r^quation peut s'^crire : 

^ax^b—^ — - — =ae, [21 

ou, en cbassant le dSnominateur, 

c ^ax— cb — ^ax + b =:c*, [3] 



Equation du premier degrd, si Ton prend pour inconnue le radical yaa?. On a, 
en transposant les termes : 

(c— 1) Va*=c*+«ft— t; W 

et par suite. 






c^ + cb—b - . C* 
£levant cette Equation au carr6, et divisant par a, on a: 
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S III. Sdution de quelques problftmts. 

Nous donnerons, dis h present, quelques exemplesde Tutilitd 
des Equations dans la solution des problimes. 

132. PBOBLftmsI. Trouver Veseompte en dedans d'un biUet de 1500 /V*. payable 
dans 5 nuns, le taug de VinUrit dtant 6 pourlOO par an. 

L'escompte en dedans d*un billet est Fint^rfit de sa valeur actuelle. D^i- 
gnons cet escompte para;; on remettra au porteurl500 — x; et 11 faudra que 
cette flcmme, plac^e k 6 pour 100 pendant 5 mois, rapporte un int^rSt x. Or, 
lOOfr., rapportant 6fr. en 1 an, rapportent en 1 mois 0',bO, et en 5 mois 2',50; 
1 fr., dans le m6me temps, rapporte done 0^025; et (1500 ^o?) rapportent 
OS025X(]500— «). On doit done avoir T^quation 

(1500— «)X 0,025 =ap, 

ou, en effectuant les calculs, 

1500 X ,025 — 0,025a; = «, 

Aquation da premier degr^, d'oiH Ton tire 

^_ 1500 X 0.025 _ ,- .^. 
''- 1,025 ^^*^ '" 

On remettra aujwrteur dubillet Tezcesde 1500 fr. sur Tescompte, on 1463',41. 

133. PaoBLfiMB II. On a deux lingots d'argent, dont les tt>ef soul 0,775 
et 0,940 ; qael poids doU-on prendre de chacun d'euxpour former 25 grammes 
(Eailiage, au Htre de 0,900? 

Soit X le nombre de grammes que Ton doit prendre dans le premier lingot : 
(25—2) sera le poids que Ton devra prendre dans le second. 

Le poids de Targent contenu dans x grammes du premier lingot est a; x 0,775. 

Le poids de I'argent contenu dans (25 — x) grammes du second lingot est 
(25— x)x 0,940. 

La quantity totale d'argent contenue dans Talliage est done 

05X0,775+ (25— aj)X0,940. 

D'un autre cdti, puisquele titre de Talliage est 0,900, la quantit6 totale d'ar- 
gent que les 25 grammes d'alliage contiennent doit 6tre 6gale 4 25x0,900; on 
ddt done avoir 

«X0,775 + (25 — aj)X0,940=25x0,900, 

Equation du premier degrS, dont on dMuira «=:6*',0606. 
Done on doit prendre : 

da premier lingot 6«',0606, 

da second lingot 18*' ,9394 

134. PaoBLfiMB III. Paris et Rouen sont distanis de 137 kilometres. Le char- 
bon eotUe d Faris 4S25 les 100 kilogrammes, et d Aouen 4',75; les frais de trans- 
port itant, par tonne et par kilonUtre, de 0',09, quel est le point du ehemin 
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pour lequd ily a avantctge igal d [aire venir le ckarhon de I'une ou de Vavire 
vUle? 

Soit X la distance du point cherch6 k Paris ; {\Zl—x) sera sa distance i 
Roueo. 

Une tonne de charbon achet^e k Paris co(ite 42',50. 

Les frais de transport de cette tonne a la distance x sont a;X0,09t 

Le prix de revieut d'une tonne achette k Paris est done 

42,50 + «X0,09. 

Une tonne acHetee k Kouen , et transport^e k la distance (137 — x),ca(SL\jdn de 
mSme 

47,50 + (137— »)X0,09. 
On aura done 

42, 50 + «X 0,09 =47,50 + (137 — a?) X0,09, 

Equation du premier degr6, d'o(L Ton tirera 

aJ = 96S2777....; 

done, distance de Paris au point cherch^. . . . 96^278 , 

distance de Rouen 40^,722 , 

prix dela tonne 51^16* !• 

155. Remarque sur la mise en j^quation des pROBiiMESr 
Metlreunprobleme en iqimtion, c'est exprimer, par une ou plu- 
sieurs Equations, les conditions itnpos6es par son ^nonc^ aux 
quantit6s inconnues. II est impossible de donner, pour y arri- 
ver, une r^gle comp!6tement g^n^rale. Nous nous bornerons^ 
pour le moment, h Findication suivante. 

En examinant avec soin r6nonc6 d'un problfeme, on'^verra 
presquc toujours qu'il s'agit, pour le r6soudre, de rendre cer- 
taincs quantit^s 6gales enire elles. Apr^s avoir reconnu quelles 
sont ces quantit^s, on cherchera les formules qui en expriment 
lesvaleurs;et, en^galant ces formules, on obllendra les Equa- 
tions demand6es. Reprenons, par exemple, les trois problfemes 
traites plus haut. 

Probl^.meI. Trouver Tescompte de 1500 fr. payables dans 
cinq mois, c'est trouver une somme qui, placEe pendant cinq 
mois et augnient^e deses inl6r6ts pendant ce temps, devienne 
igaJe k I bOO tr. 

Probleme II. Allier de Targent h 0,775 av^c de Targcnt h 
0,940, de manifere k former 25 grammes d'alliage k 0,900; c'est 
faire en sorte que la quantity tolale d*argent contenue dans les 
25 grammes d'alliage soit egale k 0,900 X 25. 
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PROBLiiME III. U faut faire en sorte que le priz d'une toime 
decharbon, transporl^e de Paris au point cherchS, soil igal au 
prix d'une tonne, transport^e de Rouen au m6me point. 

Remarque. Dans presque tons les probl^mes relatifs k des 
nombres, la mise en Equation n'est, pour ainsi dire^ que la tra- 
duction, dans la laugue a]g6brique, de I'^nonc^ propose en 
langage ordinaire. II peutarrivercependant, qucT^nonc^ nepa- 
raisse pas pouvoir imm^diatement se traduireen formule; mais,. 
en s'attachant au sens plut6t qu'aux paroles, on ne trouvera 
presque jamais de difficult^ s^rieuse. Nous reviendrons sur la 
mise en Equation, quand nous nous occuperons sp^cialement 
des pt obl^mes *du premier degr£. 



EXERGIGES. 



I. R^soudre T^quation 



3 4- 2a? 5+2* , 4a;*— 2 

= 1 — 



1+2* 7+2a? 7+l6a; + 4«' 

Ontrouve *^8* 

II. R^soudre I'^iuation 

6 — 5a; 7— 2a?^ _ 3a; + l 10a?— 11 1 
15 14(a;— Ij . 21 30 "^ lUo' 

On Irouve af=4. 



m. R6soudre • 



3)— 3_(3«— 1) _^ 3 f x* +2 \ 
;(»— 1) "^2 \3x— 2/ 



On trouve 



»=2-, etflp = 0. 



lY.R^soudre V^l — v'** — a;»=»-'i. 

5 

On trouve *^7 ^t »=3. 

4 

Cette derni&re Yaleur ne convient pas. 

V. Rfisoudre v'o+«— V JXJ ~ V'2a + 

On trouTe *~~3"» 

taleur qui ne conyient pas. 
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VI. Rte>»lN J^£+f±i^ = ^^ 

on trouw .= ^. 

YII. R&soudre V A+^f + ^a— v'^=V^* 

OntrouTe x=a»-^~^^l?. 

VIII. R6soudre i+-= \/i-+ i/-i-+i. 



On trouTe 
Taleur qui ne convient pas. 

IX. Resoudre 



4a 






Ontrouve *=g,etx=0. 

X. Resoudre 2a? +2 V^' +«^ , 

ya* 4- «» 

On troupe »= ?£. 

4 

XI. Resoudre yfa±l ^^aT±^yi 

X ^ a c 



On trouTe a;= 



XII. Resoudre T'^uation 



Va— aj + 2v'ai-a;=v/a— a; + ^aa? + 4^. 

On trouve »=— a, a?=0 et a?=-5^. 

a ^ .X ^025» 

£«8 deux dernieres ne conviennent pas, 

XIII. Resoudre T^quation 



On trouve 



x^a. 
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CHAPITRE III. 



r r 



PBINCIP£S GENERAUX RELATIFS AVX EQUATIOIVS 

SIMULTAIVEES. 

S I. Definitions. 

iSe.STST^MES D'iQUATiONs. On eutead par systbme (Equations, 
Tensemble de plusieurs Equations qui doivent £tre satisfaites k 
lafois. Si chaque Equation ne contenait qu'une seule inconnue^ 
on la r^soudrait isol^ment d*apr6s la m^thode du chapitre pr^- 
cedent; et il y aurait autant de problfemes distincts que d*6qua- 
tloQS&r6soudre. Mais lorsque les inconnues entrent ^ la fois 
dans plusieurs Equations, la question devient plus difficile. 

On nomjne solution du syst^me tout systfeme de valeurs, qui, 
mises k la place des inconnues, transforment les equations en 
identit6s. 

157. Stst&mes J^QUIVALENTS. Ou dit que deux syst^mes d'6- 
quations, qui renferment les monies inconnues^ sont Equivalents^ 
lorsque les valeurs des inconnues qui satisfont&l'un et k I'autre 
sont absolument les monies; ou, en d'autres termes^ lorsque les 
Equations de chacun des systfemes entralnent celles de Tautre. 

Lorsque deux syst^mes sont Equivalents, on pent les substi- 
tuer Tun k Tautre. 

S U. Principes. 



>. Tn^OBliifE I. itant donni un systbmt dCiqwUions^ on pent 
substituer a I'une quelconque cTentre elles Vequation obtenue en 
ajoiUant membre a membre les Equations proposies, Ainsi les sys- 
temes 

/A=A', rA + B + G + D=A'+B'+G'+D', W 

PpjB=B', pg, Jb=B', 

sont Equivalents. 

En effety toule solution du systEme [1] donne, par hypotbEse, 
des valeurs numEriques Egales aux deux membres de chacune 
Alg. B. I" Partie. 7 
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cTes Equations de ce syst^me : done elle rend 6gaux aussi les 
deux membres de Tfequation [a] ; done elle virifiele systftme [2]. 
R6ciproquement, toute solution du sysl6me [2] rendant fegales 
les Yaieurs num6riques de B et de B'^Telles de Get de (j\ celles 
de D et de D', rend ^gales celles de B+C+D et de B'+ G'+ D'; 
et comme elle v6rifie, par hypolh^se, U^quatlon [a], il faul 
qn'elle rende 6gales les valeurs num^riques de A et de A'.. Done 
elle v6rifie le systfeme [1]. 

159. Remarques. La demonstration pricidente est ind^pen- 
dante du nombre des Equations. 

On peut n'ajouter les unes aux autres qu*unepartie des Equa- 
tions qui composent un syst^me : T^quation r^sultante remplace 
Tune quelconque de celles qui ont seryi h la former. 

On a le droit, avant (Fajouter les iquations membre i membre, 
de multiplier chacune c^elles par un nombre quelconque ; car cette 
operation (122) n'aU^re pas les conditions qu'eltes imposent 
aux inconnues. 

11 va sans dire que Ton peut, dans Tapplication du th^or&me, 
soustraire membre h membre certaines Equations, au lieu de les 
additionner. . 

140. Th^or&me II. LorsqueFune des Equations d'un systhne est 
risoHue par rapport b.wne inconnue^ on peut remplacer cette incon^ 
nue par savaleur dans les autres dquations : on rambne ainsi le sys^ 
itme a unaxure^ ayantwneinconnue et une Equation de m>oins. 
Ainsi le syst&me 

a?=A, 

B=B', [1] 

C = G', 

D=D', 

dans lequel B, B', G, G', D, D' renferment toutes les inconnues 
d*une mani^re quelconque, et od A peut renfermer toutes les 
inconnues h Texception de x, est Equivalent au syslEme 

X =A, 

Bi = B'j, [21 

Ci=G'4, 
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danslequel B|, B'l, d, G'l, Di, D'l, sont les expressions obtenaes 
en remplacant x par A dans B^ B', G, C, D, D'. 

En effet, toute solution du syst^me [l]rendant ^gales, parlij- 
pothfesCy les yaleurs nnm^riqnes de x et de A, il est permis d6 
remplacer x par A dans les Equations suivantes : or les r^sultats 
£gaux, que Ton obtient ainisi, sont les valeurs num^riques des 
membres des Equations du syst6me[2]. Done ce dernier syst&me 
est v^rifi^ par la solution du premier. R^ciproquement, toute 
solution du systftme [S] rendant x 6gal k A, il est permis de rem- 
placer A par X dans les Equations suivantes, ce qui ram^ne au 
syst^me [1]. 

Les deux systftmes sont done Equivalents. 

Gette demonstration est ind^pendante du nombre des Equa- 
tions. 

i4l. SuMiHAnoN. Lorsque, dans les Equations B=B'yGsG'y 
D = D'y on remplaceo; par A, cette inconnue disparait des Equa- 
tions. On dit alors qu'elle est ilimirUe. En gEnEral, iliminer une 
inconnue entre m Equations, c*est remplacer le syst^me proposE 
par un systEme Equivalent, danslequel (m — I) Equations ne 
contiennent pas cette inconnue. 



CHlPltRE IV. 

RESOLUTIOIV B'lJN NOMBRE QUELGOXQUE DTQUATION8 
DU PREIUER DEGltE ENTRE UN NOMDRE EGAL D*IN- 
GONNUE8. 

142. On pent, en gEnEral, dEterminer les valeurs d'un nom- 
bre quelconque d'inconnues, lorsqu'on connalt entre elles un 
nombre Egal d'Equations du premier degrE. Nous allons, dans 
ce chapitre, exposer les mEthodes qui fournissent les solutions, 
en commen(^nt parle cas le plus simple» celui de deux Equa^ 
tions k deux inconnues. 



^ J 

^ ^ 
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S 1* Resolution d*un syst^me de deux Equations It deux inconnaes. 
145. FORlfE G^N^RALE DE L']£qUATION DU PREMIER DEGR]£ A 

DEUX INCONNUES. Si 1*011 d^signe les deux inconnues par x et y, 
une Equation du premier degr6 ne peut renfermer que trois 
sortes de termes : 1^ des termes du premier degr6 en x; 2<> des 
termes du premier degr6 en y ; 3» des termes tout connus. Or 
on peut toujours faire passer dans Fun des membres tons les 
termes qui contiennent soit Xy soit y> et y r^unir^ par Taddition 
des coefficients, tous ceux qui renferment h m6me inconnue. 
Si Ton fait de m6me passer dans I'autre membre tous les termes 
connuSy et qu'on les r^unisse en un seul, I'iquation prendra la 

forme 

ax-]rby = c, 

Oy by c d^signant des nombres connus. G*est sous cette forme 
que nous mettronsles Equations que nous aurons h r^soudre. 

144. 1" Gas. II peut arriver que Tune des Equations ne 
renferme que Tune des inconnues. Soit, par example, le 
syst^me 

3a?+7T/ = 79, [I] 
8a; =80. [2] 

L*6quation [2], qui ne renferme que Xy fournit imm^diatement 
(128) sa valeur,a;= 10. Si Ton substitue cette valeur dans 1*6- 
quation [1], elle devient 

30 +71/ =79. 

Et comme elle ne contienl plus alors que Finconnue y, elle en 
fournit (i28) aussi la valeur, t/ =7. 

Ces deux valeurs,a?=10, i/=7, v6rifient 6videmmentle sys- 
ihnie. D'ailleurs il ne saurait exister d'autre solution ; car T^qua- 
Uon [2] n'admet que la solution a?=10; et pour cette valeur , 
r^quation [l] n'esl v6rifi6e que par y=7. 

Ainsi, pour r^soudre le systfeme, dans ce cas particulier, on 
r6sout celle des iquations qui ne renferme qu'une des inconnues, on 
substitvs dans V autre Equation la valeur trouvee pour cette inconnue , 
et Con risout F equation risultante qui fournit F autre inconnue 
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14tt. 2* Gas. Les deux Equations renferment les deux incoa- 
nues. On ram^ne ce cas au pric^dcnt, en ^liminant Tune des 
inconnues entre les deux Equations (141). On peut employer 
plusieurs proc^d^s pour op^rer cette Elimination. 

METHODS PAR SUBSTITUTION. Soieut les deux Equations : 

7n7 + 32/ = 47, [1] ( 

6x—by=\0. [2] ( ^*' 

On j)eut (118, 122) remplacer TEquation [1] par TEquation 

47 — 70? 

qu*on obtient en faisant passer 7x dans le second membre, et 
en divisant ensuite les deux membres par 3 : c'est ce qu'on ap- 
pelle, risoudre Fiquation par rapport i y. LesystEme (1) estainsi 
remplacE par le systEme Equivalent : 

47— 7a? rn I 

6a?-5y=10. [2] ) 

47 7/p 

On peut maintenant (140) remplacer y par — - — dansrEqua- 
lion [2] ; et Ton obtient le systEnie Equivalent : 

, v = ^^, [3]) 

6x-i^^lf^ = 10. [4]) ^'^ 

Et TEquation [4] ne renfermant plus que rinconnue rr, on est 
raraenE au premier cas. On rEsout done cette Equation : eile 

donne 

18a?— 235 + 3ea? = 30; 

d'oil Ton lire (128)^ a?=5. Et cette valeur, substituEe dans TE- 
quation [3], donne t/=4. Ces deux valeurs, a?=5,i/=4, for- 
mant la solution unique du systEme (3), fournissent la solution 
unique du systEme Equivalent (1). 

La mEthode est gEnErale, et conduit k la rEgle suivante : On 
risotu tune des iquatibns par rapport a Vune des inconnues^ et ton 
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SUBSTITUE sa valeur dans Vautre iguation. Comme cette dernUre ne 
renferme pltis dors que Vautre inconnue^ on la risout, et on obtient 
la valeur de cette inconnue. Puis onsubstitue cette valeur dans V ex- 
pression de lapremibre inconnue^ opiration qui fownit la valeur de 
teUe-ci. 

146. M^THODE PAR ADDITION ET sousTRACTiON. ReprenoDS le 

sysifeme : 

, 7a?+3y=47, [1] \ 

6a?— 5y=10. [2] j ^ ^ 

On peut toujours rendre 6gaux les coefficients d*une m6me in- 
connue dans lesdeux Equations; ilsuffity pour cela, de multi- 
plier les deux membres de chacune par le coefficient dont cette 
inconnue est affect^e dans I'autre. Ainsi, en roultipliant la pre- 
miere Equation par 5 et la secondepar 3, on obtient (122) le 
syst6me Equivalent : 

35a?+15y=235, [3] j 

18a;— 15t/==30. [4] j ^^ 

Les deux coefficients de y Etant alors Egaux et de signes cob- 
traireSy on 61iminera cette inconnue en ajoutant l^s deux Equa- 
tions. On obtiendra ainsi une Equation 

53a?=265, [5] 

qui, combinEe avec Tune des Equations (2) ou avec Tune des 
Equations (1), formera un systEme (3) Equivalent au premier. 

On sera ainsi ramenE au premier cas (144). On tirera de [5] 
x=^b'f et substituant cette valeur dans Tune des Equations, dans 
TEquation [1], par exemple, on obtiendra la valeur, j/=4. 

La mEthode estgEnErale, et conduit h la rEgle suivante : On 
multiplie chacune des equations par le coefficient dont tune des in- 
connues est affecUe dans Vautre; on ajoute alors Vune aVautre,'ou 
Von RETRANCHE Vu^nc de Vautre les deux 6q\iations rdsultantes^ sui- 
vant que les coefficients igaux deV inconnue considirie sont de signes 
contr air es ou de mime signe. On obtient ainsi une Equation H une 
inconnue, qui fournit la valeur de cette inconnue. En substituant 
cette valeur dans Vv/ne des equations proposies^ on en tire la valeur 
de Vautre inconnue. 

147. Remarque. Si les coefficients que Tonveut rendre Egaux 
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ne sont pas premiers entre eux, an pent prendre pour coefficient 
commun Imr plus petit multiple commun : il suffit, pour cela, de 
diviser ce plus petit multiple par chacun des coefficients de 
i'inconnue h ^liminer, et de multiplier chaque Equation par le 
quotient correspondant. Soit, par exemple, le systlme 

36a? + 7v=323, I ,-, 

54a?-lly = 377.i ^*-' 

Le plus petit multiple commun k 36 et k 54 est 108 : les quotients de 108 
par 36 et 54 sont 3 et 2. On multiplie done la premidre Equation par 3, et la 
seconde par 2; et Ton a le systfeme Equivalent : 

108a; + 21y= 969, ( , , 

t08j; — 22y = 754;( ^ *■ ^ 

comme les coefficients de x ont le m6me signe, on retranCbe la seconde 6qua« 
tion de la premiere ; ce qui donne : 

43y=215; 
d'oft y=5; et, par suite, a? =8. 

148. Autre reuarque. Lorsque Ton a IrouvS, par lam^thode 
pr^cMente, la valeur d'une des inconnues, on j^ewJ c/ierc/>cr di- 
rectement la valeur de V autre inconnue par la mime m^thode^ au 
lieu de la d^duire d*une substitution. 

Ainsi, dans I'exemple pr6c6dent, pour obtenir a?, on mul- 
tipliera la premiere Equation par 11 et la seconde par 7 ; ce qui 
donnera : 

f396a?+77y=3553, 
(378a?--77y=2639; 

et, en ajoutant les deux r^sultats, on trouvera, 

774a?=6192; 
d'oii Ton tirera : a?= 8. 

' Cette valeur de x ne pent diff6rer de celle qu'a fournie la sub- 
stitution : car, d'aprfes les raisonnements pr6c6dents, le sys- 
t6me [I] est Equivalent Ji Tun quelconque des deux systfemes, 

PI [360?+ 72/ = 323, |36iF+7t/=323; t^^ 

or chacun de ces derniers ne fournit qu'une solution ; il est 
done n^cessaire que cette solution soit la mfeme pour ces deux 
systfemes. 
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149. CoROLLAiRE. On voit qu'en g6n6ral un syslfeme de deux 
Equations du premier degri k deux Inconnues admet une solu- 
tion unique et diterminie. 

$ II. Resolution d'un syst^me de trois ^nations h trois inconnaes. 

150. Mgle. Pour risoudre un systeme {\)de trois iquations a 
trois inconnues x, y, z, on elimine rune des inconnues ^ z parexenir 
pUy d'ahord entre deux des trois iquations^ puis entre la dernitreet 
Vune des deux autres : on emploie, pour cela, soit la m^thode par 
substitution (145), soil la m^tbode par addition et soustraction 
(146). On obtient ainsi deux iquations h deux inconnues x et y, qui 
comhinies avec Vune des iquations proposies^ forment un sysihme 
(2) iquivalent au premier : les raisonnements, pour, le prouver, 
sont ceux que nous avons employes dans le paragrapbe pr6cf- 
dent. On risout le systlme des deux iquations enxety\et substi- 
tuant les valeurs trouvies pour ces inconnues dans Vune des Equa- 
tions proposies^ on obtient id valeur de z. 

151. ExEMPLE I. Soit d'abord k r6soudre le systems 

3a; + 2y + 4jf = 19, 
2x + by + 3z=n, 
3x— t/+ x= 4. 

Pour appliquer la m^thode pr6c§dente, nous devons, par exemple, dMuire de 
Tune des Equations la valeur d'une inconnue, et la substituer dans les deux 
autres. Gomme on pent choisir Tune quelconque des trois inconnues, et la d^duire 
de Tune quelconque des trois equations^ il y a neuf mani^res de commencer le 
calcul ; on voit que la plus simple, dans Texemple propose, consiste i prendre 
la valeur de y dans la troisi^me equation^ parce que Ton n'introduit pas ainsi de 
d^nominateur. On obtient : 

y = 3ir + jf— 4; 

et, par substitution de cette expression, les deux premieres Equations de«- 
viennent : 

J3a? + 2(3« + jr-4) + 4jr=19, 

.(2a? + 5(3a; + j^— 4) + 3jp=:21; 

ou, enrWuisant, lm + 8^=4t! 

Ces Equations, r^solues par les m^thodes expos^es (145, 14:0], donnent 

ap=l, x=3. 
Puis ces valeurs, substitutes dans Texpression de y, 

y=3fl; + x— 4, 
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donnent y=2; 

et la solution cherch^e est, par consequent, 

a;==l, y=2, Jt=3. 

Ejemfli II. sdit encore a r^soudre le syst^me'd'^quatioiifl : 

a'+a^af + ay 4-^ = 0, 

e* '{•c^x-\- cy-{-x=0', 

nous appliquerons la seconde m^thode (146). Comme z n'a pas de coefficient ^ 
nous retrancherons successiyement la premiere Equation de chacune des deux 
autres; et nous obtiendrons les deux Equations nouyelles, ind^pendantes de Xy 

1 68— a» + (&>— o»)a; + (& — a) y =0, 
I c* — o* + (c' — a*) a; 4- (c — a) y = 0. 

Or la premiere de ces Equations est divisible par (& — a), la seconde par (c — a) ; 
si Ton supprime ces facteurs, elles deviennent :' 

)b* + a5 + a> + (b + a)» + y = 0, 

Pour les r^soudre, on pent proceder de la mSme maniere, et soustraire la pre- 
miere de la seconde ; on obtient ainsi : 

ca — 5»4-o(c— 5) + (c — 6)35=0; 

ou, en diyisant par (c — 6), 

c + 5 + o + «=0. 

De la on tire : ap= — a — 6 — e, 

et, par suite, 

y=— b^— ab— o*— (b+a)«=:a6H-ac+6c. 

Enfin ces yaleurs de x et y, substitutes dans Texpression 

j* = — a* — o*jf — ay, 
donnent 

i=r:— a»+o*(a + b + c)— <*(fl& + <*c+&c)=— a6c. 

S ni. Resolution d'un nombre quelconque d*£quations du premier degri. 

1*52. R£gle g^n^rale. Pour resoudre un nombre quelconque 
liquations renfermant un nombre igdl d'inconnueSy on peut deduire 
de rune d'elles la valeur d'une inconnue^ et substituer (140) celte 
valeur dans toutes les autres : celles-ci contiennent alors une incon- 
nue de moins; et, en completant leur systhme par Piquation qui 
foumU r expression de la premiere inconnue^ on obtient un systhme 
equivalent au systhme propose. 

On peut aussi iliminer rinconnus entre tune des iquations et 
toutes k^ autres, par lamethode d' addition et de soustr action (146) : 
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on obtient encore un syslhme Univalent (158), enjoignant h Fen- 
sembh des iqiiations nouvelles Viquation dont on s'est servi pour 
(aire disparattre cette inconnue. 

Dans tous les cas^ la r^olution d'un systhme de n iquations a n 
inconnues est ramenie ainsi 4 la resolution de (n — 1) iquations a 
(n — 1) inconnues. La resolution de ces demihres se rambnera de 
mime d celle de (n — 2) iquations i (n — 2) inconnvss; et^ en con^ 
tinuant ainsiy on sera conduit i ,un6 iquation m contenant qu*vm 
inconnue, 

Le systhme Equivalent au sysihme proposi renfermera alors n 
iquations, ainsi composies : la demihre ne renfermera qu*une in- 
connue, la (n — l)"* renfermera cette inconnue et une autre y la 
(q — 2)"^ contiendra ces deux inconnues et une troisieme,...; enfin 
la premiere contiendra toutes les inconnues. Et il est evident qu'on 
pourra risoudre successivement toutes ces iquations en commengant 
par la derniire et en remontant jusqu'd la premihre^ et qu*on o6- 
tiendra ainsi les valeurs de toutes les inconnues. 

153. EzEMPLB. Soit le systdme 

»+2t/ + 3Jf + 4t7 = 3Q,\ 

2x — 3y + b»-2v= 3,/ .., 

3a;4-4y— 2j?— i?= 1, i ' ' 

4af-7- y + 6x—Zv= 8./ 

La premiere ^quation^ r^solue par rapport §. Xy donne : 

ap=:30— 2t/-3*— 4r; 

et, en substituant cette valeur dans les trois autres, on trouve : 

1y+ ^ + 10tJ= 57, 

2y + lU-fl3v= 89, p] 

9y+ 6;>f + 19t;=112. 

De mfime, la premiere des Equations [2] , rdsolue par rapport & x, donne : 

* 

et, en substituant cette valeur dans les deux autres, on a: 



75y + 97v=538, 
33y+41t;=230. 

rv« *•«* ^ 1 J -^ 230 — 41» 
On tire de la derni^re y= ^ , 



[3] 



et substituant cette valeur dans la prec^dente^ on a : 

126t?=504. L^l 
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Ainsi le systdme 6qaiTalent au syst^me propose est form6 par les ^uations : 

'«=30 — 2y — 3x— 4r, 
X=57~7y— lOi?, 

230— 41» rei 

.y=— 33— , [5J 

1261?= 504. 

Or la demi^re de ces Equations donne v = 4. Gette vakur, substitute dans la 
pr6cMente^ donDey=r2. Ces deux valours , substitutes dans la seconde, don- 
nent 3=3. Et enfin ces trois yaleurs, substitutes dans la premidie^ donnent 
flp=l. Ainsi la solution est «=1) y=3, x=3, i7 = 4. - 

184. M^THODE DE Bezout. On r^sout aussi les Equations da 
premier degr6 par une autre m6thode, dite des coefficients indi- 
termin^, dont remploi est souvent plus commode. 

Solent n Equations du premier degrS h n inconnues, 

ax-^by-^cz-^-... =&, 
agx+biy+ciz+. .. =fti, . 

Ajoutons ces Equations, membre k membre, aprfes les avoir 
muUipli6es respectivement, k Texceplion de la premiere, par 
des nombres ind^termin^sXi^X,,. . . K~il il viendra : 

[2] x{a+ fliXi +. . . + a„-4^-0 + 1/ (6 + K\+. . . 4 «>«^t Vi) 

et cette nouvelle Equation pent (159) remplacer une des pro- 
poshes, quels que soient les nombres X|, Xi, . . . Xm-.i. 

Or nous pouvons determiner ces nombres, de maniSre que 
les coefticients des inconnues y, z,. .. soient nuls, c'est-i-dire 
que les equations^ 

^+^4X1 + . ..-|-c»_,X„_i=0, J [3] 

soient satisfaites ; car il suffira, pour ccla, de r6soudre (n — 1) 
Equations h (n — 1) inconnues. 

On r6soudra done le systeme [3]. 

Si Ton subslilue alors dans I'^qualion [2] les valeurs trouv6es 
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pour 'kiy'ktf ... K-i9 cette t§quation ne contiendra plus que laseule 
inconnue x; car elle se r^duira k 

elle permettra done d'en determiner la valeur, qui sera : 

AC -}- 'Cl^l "t" . » . "r*^»-l^n_| 

X etant connu, le syst^me ne contiendra plus que (n — 1) incon- 
nues. 

La mfethode que nous venons d'lndiquer permet, comme on 
voit, de r^soudre n Equations it n inconnues, pourvu que Ton 
sache r^soudre un syst^me contenant une inconnue de moins. 

Comme nous savons r^soudre deux Equations h. deux incon- 
nues, nous pouvons, d'aprfes cela, rfesoudre un systSme de trois 
Equations \ trois inconnues; partant, un syst^me de quatre 
Equations h. quatre inconnues, et ainsi de suite. On obtiendra 
ainsi, quel que soitle nombre des Equations propos^es, la valeur 
de cbaque inconnue. 

155. Modification a la miSthode. La m^thode des multipli' 
cateurs permet, d*ailleurs« d'obtenir directement chaque incon- 
nue, sans calculer aucune des autres. II suffit, pour cela, de 
proc6der pour chacune, comme on I'a fait pour x. Si Ton veut 
obtenir y, par exemple, on ^galera h z^ro les coefficients des 
(n — 1) autres inconnues ; on trouvera, en r6solvant ces (n — 1) 
Equations, de nouvelles yaleurs pour les ind6termin6esXi,Xf,..X,,^; 
et, en substituant ces valeurs dans I'^quation [2], on obtiendra 
une equation en y, qui permettra d'en determiner la valeur. 

Les valeurs que Ton obtient par ce proc6de pour re, y^ z,... 
ne peuvent differer de celies qu'a fournies le premier. En effet, 
requation [2] doit 6tre v6rifi6e, quels que soient les nombres 
\ X„...>,»-i; il est done permis d'y faire les hypothfeses qui an- 
nulent tons les coefficients moins un. Le second procede fournit 
done la solution deniandee : et comme cette solution est unique, 
il faut qu'elle soit la mftme que celle qu'on a obtenue par le pro- 
cede primitif. 

150. EzBMPUS. Appliquons cette m^thode k la resolution du syst^me: 

3«— 4y+ 5«= 9, ) 

7X + 2J/— 10jf=18, I [II 

hX' CiV - lS:r= 6. J 
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On multiplie la deaxidme equation par Xi^ la troisi^me par >s, et Ton ajoute 
les produits k la premi&re ; on a ainsi : 

{3 + 7>t + 5XJa;+(— 4 + 2X,— 6X|)y + (5-10X,-15XOji 
= 9+18X. + 6>j. [2] 

Pour obtenir x, on 6gale k ziro les coefficients de y et de x; ce qui donne : 

j— 4+ 2Xi— 6Xj=0, j X,— 3X2=2, 

I 5-10Xi.-15X,=0, """^ {2X. + 3X1=1. 

En r680lYant ces deux Equations, on trouve Xi = 1, Xi = ~ ^. On substitue €es 

«# 

valeurs dans T^quation [2] ; elle devient : 

(34-7-|)a?=9 + l8-2; d'oA »=3. 

Poor obtenir y, on annule les coefficients de s et de jT; on a ainsi : 

j3-f TXif 5X,=0. 
I5 — 10X1— 15Xj=0. 

En rfoolvant ces deux Equations, on trouve Xi= — J-, Xj = i^. On substitue 

ces Taleurs dans I'^quation [2], qui deyient : 

. / A 28 ?8\ o 252 , 78 ,, . 1 

Enfin, pour obtenir x, on ^rit les deux Equations 

j 3+7Xi+5Xa=0, 
1—4 + 2X1—6X1=0, 

1 17 

qui, r^solues, donnent X|S— , Xa= — rg. L'^quation [2] devient, pour ces 

Taleurs : 

V^ 26 + 16;*"^+ 26 26' ^^'^ '""S' 

187. Gas ot les coEFFiciENrs des inconnues sont de grands 
NOMBRES. Lorsqu*on a k r^soudre un syst^me dans lequel les 
incoDnues ont de grands coefficients, ii est ordinairement avan- 
tageux d'employerlamfithode de substitution. R^solvons, comme 
exemple, le sysl6me suivant : 

l,2345af + l,3579y + 8,642x —9,765744=0, [1] 

7,447aj +5,225y -6,336jJ —0,611327=0, [21 

l,5380«+4,4444y—5,6789Ji+ 1,20011 =0. [3] 

La premiere de ces Equations donne, pour yaleur de jr, 

_ 1,2 345 + l,3579y— 9,765744 
'"* 8,642 
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Cette TEleur, substitute dans r^quation [2], donne : 

En multipliant to us les tennes par le d^nominateur 8,642, on obtient : 

64,356974fl; + 45.1 54450y — 61,875754 + 7,821 792« + 8,603654y 
—5,283088=0, 

ou 72,17877* + 53,75810y- 67,15884=0. [4] 

Lamdme yaleur de x, substitute daos TSquation [3], donnera : 

l,5380.+4,4444y + 5,6789xl^^?^5fL^^ 

d'oii 13,2913960? + 38,408505y — 55,458684+ 7,010602« + 7,7ll378y 

+ 10,371351=0, 

c'est-Wire 20,30200 «+ 46,1 1988y - 45,08733 =0. [5J 

La question est maintenant ramenSe & la resolution de deux Equations k deui 
inconnues [4] et [5]. On tire de T^quation [5] 

_ ?0,302ag -45,08733 
^"" 46,11988 

En substituant cette yaleur de v dans r^quation [4], on obtient 

72.17877.- 53.7581 X '^'''Zjim''"^ - 67, 15884= 0. 

La multiplication par le d^nominateur 46,11988 donne 

3328,87 7» — 1091 ,397« + 2423,809—3097,358= 0, 

u 2237,480a?— 673, 549= 0. 

673 *i4Q 
°°"' •=2237;480=0'301030 

Pour trouver lavaleurdey, on a d'abord 

20,302a?= 6,11151; 
done 45,08733— 20,302«= 38,97582, 

Si, maintenant, dans T^quation 

l,^3A5a?+ l,3579y — 9,765744 
M42 ' 
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notts sobstkuons kxetiy leurs valeurs num^riques, nous aurons 

1,2345» =0,3716215, 
l,3579y = 1,1475686; 

done 9,765744— l,2345»-l,3579y=8,246564, 

8446564 



el 



X= 



8,642 



= 0,9542425. 



Les tiois ineonnues sont done 

«=0,301Cf30, y=0,8450980, jr=0,9542425. 



HI 



1,2345«- 
l,3579y: 
8,642jr : 



7,447fl( 
5,225y 



1 ,5380a;: 
4,4444t/ 



Verification. 

0,3716215 

: 1 , 1475586 

8,2465637 

9,765744 — 9,765744 

2, 24 mo 6,336<sf 
:4,415637 



=0. 



6,046080 
0,611327 

6,657407 



6,657407 

: 0,46298414 

: 3, 75595355 

1,20011000 

5,4190477. 5,678SX=5,4190477. 



[IJ 



m 



m 



$ IV. Simplifications et remarques diverses. 

Itt8. Gas od toutes les incoii^nues n'emtrent pas a la fois 
DANS TOUTES LES EQUATIONS. II peut amver que chacune des 
Equations ne contienne pas toutes les ineonnues. Gette circon- 
stance abr^gele calcul; cur on peut consid^rer comme 61imin6e 
d'une Equation une inconnue que cette Equation ne renferme 
pas. n faut alors commencer Top^ration par r^Iimination de 
rinconnue quientre dans le plus petit nombre d'equations. 

Consid6rons, par ezemple, le syst^me 

9x— 2X+ «=41, [1] 

7y— 5X— <=12, [2J 

4y — 3«+2ti= 5, [3] 

8y— 4u4 3l= 7, [4] 

7» — 5u=ll. [5] 
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On Toit que I n'entre que dans deux Equations; on tire done de [h] : 

«=7y— 55f— 12; t ^2] 

et Ton substitue cette valeur dans [4] j qui devient : 

24y — 15jSf— 4m=43. ^6] 

En joignant cette Equation [6] aux Equations [1], f3] et [5], on forme un sys- 
t^me de quatre Equations k quatre inconnues x, y, %, u. 
Or a; n'entre que dans les Equations [1] et [3]. On tijre dono de [3] : 

ei Ton substitue cette yaleur dans [1], qui devient \ 

Hy— 2<4-7u=56. [7] 

En joignant cette Equation [7j aux equations [5] et [6] , on obtient un systeme 
de trois Equations k trois inconnues y^ x, u. 
Comme y n'entre que dans les Equations [6], [7] , o& tire de [7] : 

2x— 7tt + 56 

»= — 12-:' , PI 

et Ton substitue cette valeur dans [6], qui devient : 

11x+18m=69. f8J 

Cette Equation et T^quation [5] forment un systeme de deux dqaationi k deux 
inconnues. 

On tire de [5] : u = '^7"^^ ; 

et, substituant cette valeor dans Tdquation [8] , on a : 

Equation k une inconnue, d^oii Ton tire : jk=s3. 
Par suite, I'^quation [5] donne : w = 2; 

ensuite I'^quation [7] donne : y = 4i 

puis r^quation [3] donne : or =5, 

et enfin I'^quatlon [2] donne : 1 = 1. 

.159.. Artifices particuliers. II arrive quelquefois que les 
Equations pr6sentent une certaine sym6trie par rapport aux in- 
connues; on pent alors ordinairement employer des proc6d6s 
plus exp6dilifs que les mJihodes' g6n6rales. Nous ne saurions 
donner de rfegle k eel 6gard ; mais nous allons indiquer, a I'aide 
de quelques exemples, les artifices les plus usit6s. 
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EniiPLB I. Soit le syst&me 

a?+y+Jf + «=a, fl] 

X + i+t7+fl;=c, .[3] 
«+»-fa; + y=(i, [4] 
« + « + y + JSf=e. [5] 

^Toii ajoute ces cinq Equations mem^re It membre, on remarqueque chaque 
Ineonnue entre quatre fois dans la somme; de sorte que, si Ton d^signe par t 
la somme des seconds membres, (a+h+c + d+e), on a T^quation 

4(a;4-y + * + « + ») = «, 



ou 



«+srH-^+« + «=7. 



[6] 



Ainsi la somme des cinq inconnues est d6termin^e. Et, puisque chacune ^ei 
Equations propos^es contient quatre de ces inconnues, 11 suffira de les retraii- 
Cher successivement de T^quation [6] pour obtenir chaque ineonnue. On aim 
ainsi : 

t7=--a, »=--&, y=^-c, *=5-d, < = ;-e. 

EXLMPLB II. Caleuler les longueurs dfis trots c6tis. d*un triangle, connaissam 
ks longueurs des droites qui joignent chaque sommet au milieu duc6tioppotL 

D^igQons par -a, 5, c, les longueurs inconnues des trois cdt^s, et par a, ^^ 
les longueurs de9 midianes correspondantes. La g4om^trie fournit imm6diat»- 
ment les trois Equations-: 

e> + o' = 2p» + Y, 
Si Ton lyoute ces trois Equations membre k membre, on a : 
d'oili Ton tire ais4ment : 




o»+b»+c» = |(«i-p»+T'). 



W 



* Ainsi roil connalt la somme des carr^s des trois cOt^s. Si Pon retranche main 
tenant T^quation [1] de T^quation [4], b* etc^ disparaissent; et Ton a : 



ii?=:|(«HP»+f)«2«»-j; 



d^ou Pon ddduit : 



a» = 5(2P' + 2Y*-«*). 



Alg. B. I»> PARnJi. 
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On obtiendrait de m6me l>* et c* , en retranchant successiyement les Equations 
Pl et [3] de T^quation [4]. Mais il est plus simple de remarquer qu*on passe 
de r^quation [IJ i l'6quation [2], en changeant 6» en c', c' en a^ a* en 6^ 
a- en p»; on obtiendra doDC la valeur de b\ en appliquant cette permutation 
de lettres k la formule qui donne a'3 et Ton aura : 



On trouYera de mdme : 



b»=:|(2a« + 2Y»-P'). 



c»-=|(2a«+2p*-Y'). 



Les *carr6s a**, h\ c* 6tantconnuS, les c6t6s eux-mfimes, a, b, c sont, par 1^ 
mdme, determines. 

ExEMPLB III. R^soudre le syst^me 



{ 






» = 



On a d6moBtr6 (08) que Ton a : 

X y t 1? mX'\-n\iA-p%-\-qv 

a~5^c 3"" wta+n&+j?c+ qd ' 

or le num6rateur du demier rapport est h\ done on a: 

dk 
~ ma + nb + pc 4- qd* 

bfe 

On a de m6me V - ^^^^b+pc+qd' 

c}t 

ma-\vA)^'pc-\'qd' 

dk 

^ "~ ma + wb + i?c + qd ' 

C y. Des cas oil le nombre des inconnues n'est pas 6gal au nombre 

des Equations. 

160. Gas 06 le nombre des iSquations surpasse celui des 
INCONNUES. Soit, par exemple, un syslfeme de Irois Equations , 
entre deux inconnues a? et y. Enr^solvant deuxde ceslrois6qua- 
lions par Tune des m^thodes connues, on obliendra les valeurs 
de a?et de y, qui seules peuvent v6rifier le syslfeme. Mais, pour 
qu'il en soit ainsi, il faudra que ces valeurs satisfassent i la 
troisifeme Equation. Si cette condition n'est pas remplie, lesys- 
teme est impossible* 
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/3x4-7y=17, 
Par exemple^ le syst^me : | Sx — 2v = 1 , 

est impossible, puisqu'ea r^olvant les deux premieres Rations ^ on trouve 
x=z\, y=2; et que ces valeurs, substitutes dans la derni^rei conduisent k 
rimpossibilit^, 10=12. 

En g6a£ral, si Ton donne (m -j-p) Equations ^ntre m incon- 
nues, on pourra r^soudre m de ces Equations, et obtenir ainsi 
les valenrs qui seules peuvent v^rifler le syst^me ; mais il faudra 
que ces valeurs, substitutes dans les p Equations restantes, les 
y^rifient : sinon, le syst^me sera impossible. 

Si le& coefficients des incoonues, ou quelques-uns d'entre eux, 
sont des lettres dont la valeur n'est pas d6termin6e » les valeurs 
obtenues pour ces inconnues seront des formules dependant de 
ces lettres ; et la substitution de ces formules dans les p Equa- 
tions restantes fournirap relations, qui exprimeront les conditions 
n6cessaires et silffisantes que devront remplir les coefficients lit- 
(6raux, pour que le syst^me soit possible. On donne k ces rela- 
tions le nom d'iqiMitions de condition. 

IX + y==2a, 
2«-f 3y= a + 25, 
3aj + 4y— 2a4-3b— 1. 

Les deux premieres Equations dennent x^^a-^h^ y=a — &; et ces valeurs, 
substitutes dans les deux demi^res, fournissent les Equations de condition, 

i5a — &=a + 2b, 
7a— 5=2a-H3b— 1; 
desquelles on tire : a=3, &=4. 

Si Ton admet ces valeurs de a et de b, le syst^me est possible, et la solution 

est: 

x—1, y=— 1. 

i6l. Gas ot le nombre des inconnues surpasse C£lui des 
Equations. Soit , par exemple , un syst^me de deux Equations 
entre trois inconnues a?, y, z. Si Ton regarde une des inconnues, 
z par exemple , comme connue, la resolution du systfeme four- 
nira, comme valeurs de iP et de y , deux formules qui contien- 
dront X. On pent done donner k z des valeurs arbitraires; et 
pour chacune d'elles, les formules fourniront pour x et pour y 
des valeurs correspondantes* Le systbnie admettra done v/n nombre 
infini de solutions. On voit alors qu'il est inditertnini. 



i 
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Ed gto6ral, si Ton donne m Equations entre (m+p) incon- 
nueSy on pourra consid^rer comme connuesp de ces inconnues, 
et r^soudre ies m Equations par rapport aux m autres; on ob- 
tiendra, pour valeurs de ces m inconnues, m formules contenant 
Ies p premieres. On pourra done donner k ces p inconnuestelles 
valeurs que Ton voudra ; el Ies formules fournlront Ies valeurs 
correspondantes des autres. Le syst^me est done ind^termin^. 

ExEMPLB.Soitlesystime: t'^lg73^r|;zj 

On r6sout par rapport i a; et a y, en faisant passer dans Ies seconds membres Ies 
termes en x et en t. On trouve ainsi Ies deux formules : 

^ 18 — ;f + 12« 
«= 7 • 

2 + IOjj — « 

'y= — ', — . 

Si Ton pose arhttrairementy x=^2y t = l, on trouve ^=4^ ys=3. 



S VI. Des cas d'impossibilit6 et d*ind6termination. 

162. Cas d'impossibilit^. Lorsque le nombre des inconnues 
est £gal au nombre des Equations, il arrive quelquefois que Ies 
m^thodes de resolution conduisent k des r^sultats contradic- 
toires. 

l.Soitlesysrtme: \,ZZlZ=%. 

Appliquons la m^thode d'addition et de soustraction (14iO) : pour 61iminer y, 
multiplions la premiere Equation par 7, et la secondo par 3; U vient: 

J63a;— 84y=42, 

leSa?— 84y=r45; • 

« 

Equations ^videmment incompatibles, puisque, en Ies soustrayant Tune de Tautre, 

on aurait : 

0=3. 

Le systeme propose est done impossible; et rimpossibilitd se manifesto par 
cette circonstance^ que I'^limination d'une inconnue fait disparaltre Tautre, d« 
sorte qu'il ne reste plus qu'une ^galit6 entre deux nombres iD^gaux. 



i 

1° Soit le s^st^me: 



2«— 3y + 4jy=7, 

305— 2y+ z=S, 

llx—9y+ 71=30. 
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En ^liminant %, d'abord entre les deux premieres Equations, puis entre les deux 
demi^rftSy on obtient les deux Equations, 

J lOo;— 5y=25, 
j 10a?-5y=26, 

qui sont ^videmment incompatibles. Le syst^me est done impossible; et Tim- 
possibilite se manifeste par cette circonstance, qu'en ^liminant ji, on obtient 
deux ^quations^ dontla difference conduit encore h. Fegalit^ absurde : = 1. 

165. Gas d'ind^termination. II arrive aussi pat*fois, qu'en 
r6solvant un syslfeme d'^quations, on rencontre des 6galit6squi 
ont lieu, quelles que soient les valeurs des inconnues. 



1- Soit le syst^me : J91a5 + 63y=217, 

1 ooH lo »y»icmc . ) 65a; + 45y=155. 



Si Ton cbercbe ^ ^liminer y, en multipliant la premiere Equation par 5 et la 
seconde par 1, on trouve : 

j45&aj + 315y=1085, 
} 455a; + 315y= 1085, 

Equations identiques. Ainsi Us deux iquations proposies rentrent Vune dans 
Vautre. On n'a done, a proprement parler, qu'une seule Equation k deux incon- 
nues : et le nombre des solutions est infini (161). On yoit que Tind^termination 
se manifeste par cette circonstance, que r^limlnation de Tune des inconnues fait 
dispara!tre rautre, et qu'il reste une identity : 0=0. 

I 2a;— 3y + 4;f= 7, 
2" Soit le syst^me : | 3a;— 2y+ ■x= 8, 

Ilia;— 9y + 7J?=31. 

L'^iimination de x entre les deux premi&res Equations, puis entre les deux der- 
nieres, conduit auz deux Equations, 

jlOa;— 5y=25, 
J lOa;— 5y=25, 

qui sont encore identiques. Comme ces deux Equations, combinees ayee Tune 
des trois premieres, ferment un syst^me Equivalent au systeme propose, on yoit 
qu'on n'a, en r^litE, que deux Equations h, trois inconnues. Le systeme est done 
ind^ermind ; et rind^tecmination se manifeste encore par cette circonstance, 
que r^limination de deux des trois inconnues conduit k une identity. 

EXERGIGES. 

I. R^soudre le syst&me : } - , 

•* lax^hy=c. 

On trouve : s = — mr» y — -tt-l* 
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III. K^soudre le systdme : | ^ V 

On prend j et - pour inconnues auxiliaircs, et Ton trouve : 

lY. R^soudre le syst^me : 

(a»-b») (5aj+3y)=r2ab(4a-6), 

^J'""J+6 + (« + ^ + 0&«=&*y + a&(a+26). 
On trouve J «=— t. t/—-^ 

V. R^soudre le syst^me : > f V^ i?— V2 0-a?== V'y^, 

On trouve : » = 1 6, y = 25. 

!«— y + jjr=o, 
(a+b)ap — (a + c)y + (l)4-c)jj=0, 
aba?— acy + bc^=l. 
un irouTe : 

«=— 1_ _ 1 1 

{a-c){b^ey y'-{a^b)(b^cy *=(«-&) (a-c)' 

|a* + a%+a»y-| o;r+tt=0, 
&* + 6»a? + 6»y + bjf+w=:0, 
c* +'c»a? + c«y +« +u=0, 
d* + d»aj + (Py + d« + tt=0. 
Onlrouve: «=s-(a + &+(j+d), y=a& + qc+ad+6c + 6d+c(f, 
M=i^ (abe+dbd-hacd+bcd), u=dbed. 

VIII. R680udre le sygt^me : <a'^ + h*-\' c*=d'*, 



a"+* 5"+" c**""*' 
et ^liminer a, b, e, entre ces Equations. 

— (!)■=©•■ (!)"=©■• (!)■=(!)•■ 



mn 



et »"»+"^>y"** ^^wiHsTd'"^", 



Is 
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IX. R^soudre le systtme : {i,l|l 1 

8t calculer : Od^ + &V* + w«. 

On trouve : >= ^^ Y- > 

^ ^5 ' 

' s= > 

puis: aaJ»+dv«+a*=dK^a + ^5 + v^)*. 

!a» + m(y4-X+t7)=*, 
ca+m(i7 4-« + y)=Pi 
dv+m(x-\'y+x)=zq. 

On cherche d'abord la somme s des inconnues : 

fc(fr-mXc-tnX<^-w)-t- /(a-m)(c-tn)(d m)+p(a-mX&-w>)Crf-m)-f-7(a-m)(ft-w)Cc-fn) 

lo-mX6-mXc-mX<^m^+ml(6-fn)(c-^)(d-m)+y,o-«»)(c-m)(rf-m)H-(a-mX6-m)(<i-m)+(a-in),6-fiixc-«i;)* 

Puis on a: «=- — -, y=z- — -, Jf= \, ^ , •=V-=r' 



CHAPITRE V. 

RESOLUTION DES PRODLEMES DU PREMIER DEGRE. 

164. La resolution d'un probl^me comprcnd trois parties 
distinctes : l** la mise en iquation; 2® la risolution des Equations; 
3* la discussion de la solution. 

On dit qu'un probUme est du premier degri, lorsqoe Ton est 
conduit, pour le r^soudre, k des Equations du premier degr6. 
Nous avons appris k trouver les solutions de ces sortes d'^qua- 
tions : nous n'avons done k nous occuper maintenant que de la 
premiere et de la troisi^me partie. 
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S I. De la mise en Equation. 
I6tt. RllGLE POUR LA MISE EN EQUATION D*UN PROBLJlME. NoUS 

sYons d6ja dit (iSS), qu'il est impossible de donner, pour obte- 
nir les Equations d'un probl^me, une rfegle compl6tement gin6- 
rale : on se borne ordinairement h I'indication suivante. 

Apres avoir itudii avec soin VinoncS du probltme, on reprisente 
par les lettres x, y,... les nombres dont la connaissance fourniraitla 
solution : on indique sur ces lettres et sur les donnies la sirie des 
opirations que Von devrait effectuer^ 5t, apres avoir trouvi les valeurs 
dis inconnu^s, on voulait verifier qu^elles satisfont a toutes les con- 
ditions de Vinonci, Ces calcuU de virification conduisent^ en gine- 
ral, a des risultats qui doivent kre igaux ; en igalant les formuks 
qui reprisentent ces risuMts, on obtient les iqv^tions du probl^me, 

Montrons par des exemples comment on applique cette r6gle. 

166. PROBL&ifE I. Un riservoir plein d'eau pent itre vidipar deux rohineU 
A, B, d*indgale grandeur. On ouvre le robinet A, et Von fait couler U quart de 
Feau. Puis on ouvre le rohinet B, et on les laisse couler tous les deux. Le riser- 
voir ach^e de se vider; et il emploiej pour cela^ cinq quarts d'heure de plus que 
U premier A n'a mis de temps pour vider le quart de Veau. Si Von eUt ouvert 
les deux rohinets dis le commencement, le reservoir eiU 6ti vidi un quart d'heure 
plurtdt. On demande combien de temps il faudrait au robinet X, s'il itait seul 
miverlf pour vider le reservoir. 

Soit X le nombre d'heures employiSes par le robinet A pour vider seul le r6- 
senroir. 

Pour en vider le quart, le robinet A emploie un temps r. 
Pour vider les trois autres quarts^ les deux robinets, ouverts ensemble^ em- 
liloient un temps r + t . 

Par suite, pour vider le rSsenroir entier, lis emploieraient les - de ce temps, 
X , 5 

D'un autre cdt^, le temps total employ^ dans I'ezp^rience, pour vider d'abord 
le premier quart k Taide de A, puis les trois autres quarts k Taide de A et B, est 



X , /x b\ X . b 

4 + U + 4J' °"2+4- 



Puisque ce temps est sup^rieur d'un quart d'beure k celui qu*auraient employ^ 

X & 
iret B ouverts ensemble d^s Torigine, c'est-2L-dire k -+- ,on adoncT^quation: 

Of 5__aJ 5_1 
3^3~2"^4 4* 

qoi, r^solue, donne : x = !t,\ 
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YirilUaUon. Le temps empdoyS par le robinet A, pour vider le quart da reser- 
voir^ est 1 heure : par suite le temps employ^ par les deux robinets, jpour vider 
les trois autres quarts^ est l** + i^, ou f** : et le temps qu'ils emploieraient k 
vider le reservoir entier est les 4 de f d'heure ou 3 heures. D'un autre cdt6 , 
dans rexp6rience, le reservoir a 6t6 vid6 en 1''+ }"•, ou en 3* 1/4; rexp^rience 
a done dur6 1 d'heure de plus^ comme Texigeait P^nonc^. 

167 . PROBLfiHE II. Un renardf poursuivi par un Uvrier , a 60 sauts d'avance: 
il en fait 9 , pendant que le livrier n'en fait que 6; mats 3 sauts de Uvrier va- 
lent 7 sauts de renard. Comhien le Idvrier fera-t-il de sauts, avant d^atteindre 
le renard ? 

Soit X le nombre de sauts que fera le l^vrier, avant d'atteindre le renard. 

Puisque trois sauts de Uvrier valent sept sauts de renard, x sauts de l^vrier 

1 1f 
vaudront-^ sauts de renard : premiere expression du chemin (6valu6 en sauts 

de renard) , que doit parcourir le I^vrier. 

D*un autre cdtS^ pendant que le l^vrier fait 6 sauts, le renard en fait 9 : 

9rc 
done, pendant que le l^vrier fait % de ses sauts^ le renard fait -^ des siens, et, 

^x 
puisque ce dernier a 60 sauts d'avance, 60 + -r- est une seconde expression du 

D 

chemin (6valu^ avec la m6me unit^} , que doit faire le l^vrier. 
On a done T^quation : -- = 60 + — , 

O O 

qui, r6solue, donne : « = 72 sauts. 

Verification. Les 72 sauts de l^vrier valent i de 72 ou 168 sauts da renard. 
Or, pendant que le l^vrier en fait 72, le renard en fait 108; et ees 108 sauts, 
ajout^ aux 60 sauts que ee dernier a d*avanee, eompl&tent bien les 168 sauts 
de renard, chemin du 16?rier. 

108. pROBLfiME III. On demande de trouver un nombre de quatre chiffresj 
sachatU : V que le chiffre des centaines est 4gal d la somme du chiffre des uni- 
lis et de celui des dixaines; 2" que le chiffre des dixaines est 4gal au double de 
la somme du chiffre des mille et de celui des unites ; 3* qu'en ditJisant le nom- 
bre par la somme de ses chiffres, on a pour quotient 109 etpour reste 9; 4* qu* en- 
fin en retranchant le nombre du nombre formi avec Us mimes chiffres rangis 
dans Vordre inverse, on obtient pour reste 819. 

D^signons para;, y, x, v les chiffres des unites, des dizaines, des centaines 
et des milie. La premiere condition donne imm^diatement T^quation, 

f= «H-y, U] 

et la seconde , y = 2v-{-2x, W 

Le nombre cherch^ a pour valeur lOOOv + 100X+ lOy + x : done la 3* condition 
donne r^quation : 

100017+ 100x+10y4-«= 109 (ir + y+X + v) + 9. 13] 
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Enfin la quatridme condition fournit T^quation : 

lOOOaj + lOOy + lOx + r— (IOOOtJ + 100x + 10j( + aj)=819. [4] 

Avant de r^soudre ce syst&me de quatre 6quations^ on simpli(ie les deux der- 
ni^res, qui se r^duisent k 

99»— jK— lly— 12a!=l, [3] 

lllop+lOy— 10*— 11117=91. [4] 

On ^limine d'abord x «nlre [1], [3] et [4], et Ton trouve : 

99«— 12y— 13a; = l, [5] 

101a?— lllt;=9l. [6] 

Puis on ^limine y entre [2] et [5], ce qui donne : * 

75i?— 37»=1. ]i\ 

Enfin on ^limine x entre [6] et [7] : et Ton troure ; 

t;=l; 
et, par suite, aj=2, y=6, jr=:8. 

Le nombre chercbS est done 1862. 
La verification se fait imm^diatement. 

169. II arrive parfois que les conditions d'6galil6, donn6es 
par r6nonc6, paraissent surabondantes. 

ProblAiie IV. Vn pire partage son Mritage entre ses enfants de la maniire 
tuivante : il donne au premier une somme Ret la LT^partie du rente : il donne 
au second une somme 2a et la n-» partie de ce qui reste, apris le priUvemeni 
de ces sommes : il donne au troisiime une somme 3a et la n"* partie de ce qui 
reste. Et ainsi de suite. II arrive que VMHtageest eniidrement partag^, etque 
tous les enfants ont reffu des parts igales. On demande la valeur de VMritage, 
le nomhre des enfanls et la part de chacun d*eux. 

Design ons par x la valeur de rh^ritage. 

La partdu premier enfant est : 

a + £llf, ou ^+^^-^)^ 
n ' n * 

Il reste pour les autres : 

^ a;+(n~i)a ^ ou (n-1) (a;-^fl) 
n n * 

Le second enfant prend d'abord 2a. 
II feste alcrs : 

(n-l) (g-g) ^ ^^ (n-l)a?~(3^~na 

n n ' 
La part du second enfant est done : 

^^ (n-l)a;-(3n-l)a (n-l) a;+ (2n»-3n+ »)a 
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Poisque, d*apr&s T^nonc^^ les parts doivent dtre Sgales, on aura I'^quation : 

s-f (n-'l)a __ (n--l)a;+(!?n«~3n4-1) a 
n n» 

En r^solvant cette Equation , on trouve : 

Comme noos n'ayons employs^ pour trouyer la formule de Ph^ritage, que les 
expressions des deux premieres parts, il est n^cessaire de calculer leurs valours, 
et de constater qu'elles soot ^gales k celles dont Texpression n'a pas servi, puis 
de determiner le nombre des enfants. Or, la part du premier est : 

^ , ou ' i— jj-i i-, ou (n— l)a. 

La part du second est : 

(n — l)a;+(2n»— 3n+l) a _ (n— iyo + (2n»— 3n + l) a 



= ' r-^— =(n— l)a. 



La part du troisitoie est, d'apris r^nonc^ : 

n n ^ ' 

Et Ton verrait de mdme, que toutes les parts sont 6gales 2i (n — 1) a. 

En diyisant la yaleur de Th^ritage par la part d*un enfant, on aura le nombre 
des enfants. Ce nombre est done (n^ 1). 

St Ton reconnait que toutes les conditions de T^nonci sont remplies. 

.170. Emploi d'inconnues auxiliaires. Lorsque r6nonc6 d*un 
probl&me ne permet pas d'aperceyoir ais6ment les relations qui 
doivent exister entre les donn^es et les r^sultats, on pent quel- 
quefois faire usage dHncannues auxiliaires^ que Ton ^limine 
ensuite entre les Equations qui les renferment. En void un 
exemple, tir£ de VArithmitique universelle de Newton. 

PROBLiuE y. Ila fallu n hctufs pour manger en t jours ^ Vherhe (fun pri, 
doni la surface est a, ainsi que eelU qui y eroissait uniformiment pendant ce 
temps, n a faUu n' baufs pour manger en f jours j Vherhe d*un autre prt, dont 
la surface est a', ainsi quecelle qui y eroissait uniformiment pendant ce temps. 
On demands eomhien il faudra de loBufs, pour manger en 9 jours , Vherbe d\n 
troisiimepri, dont la surface est a, ainsi que Vherhe qui y croit uniformimeni 
pendant ce temps. 

On suppose que la hauteur de I'herbe ^tait la m6me dans les trois pres, avant 
lintroduction des boeufs; et on la d^signe par y : on suppose encore que I'al- 
longementde Tberbe, en un jour, est la m6me pour les trois surfaces ; eton la 
repr^sente par x : y et X sont des inconnues auxiliaires. Soit, d'ailleurs, a le 
nombre des boeu& h introduire dans le troisi&me pr6. 
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Puisque la hauteur de Therbe, dans le premier pr6, crott chaque jour d*une 
quantity Zj son accroissement, pour t jours, sera U; et la hauteur totale de 
rherbe serait y + tg, aubout de ce temps. Par suite, le volume total de cette herbe 
est a (v + U). Or, cette quantity est mangle par n b(Bufs, en t jours : done un 
seul boeuf, en un jour, en mange une quantite representee par I'expression 

fl (y-\-tz) 

II est evident, que les quantit^s mangles par un boeuf, en un jour, dans le 
second et dans le troisieme pre, sent respectivement 

a'jy + t'x) a(yH-6y) 
n't' ' ae V 

Comme ces quantites doivent etre egales, on a ainsi les equations : 

a(y + t!i) _ a'iy-\- i'x) _ a{y + Oj?) 
nt n't' bx 

On tire d'abord de la premiere y en fonction de X', Qt Ton trouye : 

_ (an'—a'n)tfx 
^~~ o'nt— anV * 

Puis, on remplace dans la seconde 

ajy-htx) _ a{y-\-^x) 
nt bx ' 

y par cette vaJeur : X disparatt de lui-m6me ; et Ton trouve enfin 

_ g { an't'i^— t) + a'ntjt' — 6) } 

Newton donne Tapplication numerique suivante : 

a = 3 r arpents, f = 4 semaines, n = 12 bceufs, 

o 
a' =10 l'= 9 n'=2l 

a =24 1 = 18 flf =36. 



§ II. De la discussion. 

• 

171. Ce que c'est que discuter une solution. Lorsqu'ona 
mis un probl^me en Equation, et qu'on a r6solu le systfime ainsi 
obtenu, la solution convient aux 6quations, ^moins qu'ellene 
se pr^sente sous une forme illusoire dont nous parlerons plus 
loin. Mais cette solution ne convient pas toujours au problfeme 
pos6. U pent arriver en effet, que certaines conditions, impos6es 
auxinconnues par la nature de la question, raais non repro- 
duites par les Equations, rendent le problfeme impossible, fitu- 
dier les causes de cette impossibility^ c*est discuter la solution. 
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Lorsque les donnies sont representees par des Icttres, et que, 
par suite, les valeurs des inconnues sont exprim^es par des for- 
muk's, il peut arriver que le probl^me ne soit possible qu*autant 
que les valeurs des donn^es sont renferm^es entre certaines 
limites. Determiner ces limites, en dehors desquelles il y a im- 
possibilite, c'est discuter la solution. 

finfin, etudier toutes les circonstances remarquables que peu- 
vent presenter les formules, entre les limites determin^es par 
la discussion, c'est encore discuter la solution. 

Donnons quelques exemples : 

198. PROBLfiMB YI. Dans une sociiU de 10 personnes, on a fait une eolkcte 
pour les pauvres : chaque homme a donnd 6 francs, chaque femme a donn^ 
4 francs. La somme totals recueiUie est de 45 francs. On demands combien il y 
avait d'homiaes, combien de femmes? • 

Solent xeXy les nombret d'hommes et de femmes. On a d'abord : 

«-|-jf=lO. 

Puisque chaque homme a donn6 6 francs^ x hommes ont donnd 6x, 
Puisque chaque femme a donnd 4 francs^ y femmes ont donn6 ky. Done on a : 

6s+4y=45. 

Ea rdsolrant ces deux ^quations^ on trouve : 

«=2|, y=7i. 

Discussion. Cette solution fraetionnaire est la seule qui coovienne aux Equa- 
tions : d'ailleucs, ces Equations sont la traduction fiddle et complete de PinoncE. 
Bone le problbme ne saurait avoir d'autre solution. Mais, la nature de la ques- 
tion exige que la solution soit composie de nomhres entiers : puisque les nom- 
bret trouvis sont fraciionnaireSj le probldmeest impossible, 

193. PaoDLfiME YII. Une personne emploie un ouvrier pendant tZjourn^es 
dV(<f, et lui retient sur son salaire 22 francs pour quelques digdts qu*il a 
eausis. Une autre fois, elle emploie le m4me ouvrier pendant 17 joumies 
Shiver; elle lui donne par jour 2 frana de moins que pour unejoumie d^iU; 
inatr elle ajoute d son salaire 28 francs pour le ricompenser de son xele, 
Chaque fois, Vouvrier a rept la mhne somme. On demande le prix d^unejour- 
nie d^m, 

Soit X ce prix; («— 2) sera le prix d'une joumEe d'hiver. 

La premiere fois, Touvrier a re^u (13a;— 22). 

La seconde fois, il a re§u 17 (a? — 2) + 28. 

On a done TEquation : 

17(a;— 2) + 28=13a;— 2!l, 

Ep la rEsoIvant, on trouve: «=— 4. 

Discussion. Cette solution negative vErifie TEquation, et la vErifie seule. Le 
ppoblEme, dont cette Equation traduit TEnoncE, ne saurait done en avoir d'autro. 



^ I 
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Or la nature de la question evige que la solution soit un nomhre poiitif; 
puisque ce nomhre est nigatif, le prohUme est impossihle. 

1 74. PROBLEifB vni. Trouver un nombre de deux chiffres, tel que le qrmdruple 
du ehiffre des uniUs surpasse d^une unit4 le triple du chiffre des dixaines; ei 
qu*en retranehant de ce nombre le nombre renversi, on ait 36 pour reste. 

Solent X le chiffre des dizaines et y le chiffre des unit68 : on a STidemment 

les Equations : 

4y-3x= 1, j 

10« + y — 1(^— «=36. 1 

En r^solvant ce systbme, on trouve : 

ap=17, t/=13. 

Discussion. Cette solution entiire et positive est la seule qui T^rifie les 6qua> 
tions. Le probl^me n'en pent done pas admettre d'autre. Mais^ la nature de la 
question exige que les deux nomhres cherMs soient plus petite que 10 : puis- 
^ quHU depassent cette limite, le problime est impossible, 

Ges exemples suffisent pour montrer que la solution d*un 
systfeme d*6quations peut ne pas convenir au problime qui Fa 
fourni) parce qu^elle ne remplit pas certaines conditions impo- 
s6es aux inconnues, conditions qui ne sont pas formellement 
^crites dans les Equations. Mais ce n'est \k qu'un des points de 
vue sous lesquels on peut euvisager la discussion des probl^mes. 
II en est un autre beaucoup plus important : nous voulons parler 
des solutions rUgatives et de leur interpritation. 



S III. Des solutions negatives des probl&mes du premier degr6 

4 une inconnue. 

1 78. Solutions negatives des Equations. II n'y a aucune re- 
marque & faire sur les nombres n6gatifs que Ton rencontre 
comme solution d'une ou de plusieurs Equations. Ces nombres, 
substitu6s aux inconnues et trait6s conform^ment aux conven- 
tions, rendent le premier membre de chaquc Equation 6gal au 
second. Mais lorsque les inconnues repr6sentent des grandeurs 
i determiner, il semble que les solutions negatives, n'exprimant 
aucune grandeur, doivent ^tre eonsid6r6es comme un symptdme 
d'impossibilil^, et, par suite, rejetics comme inadmissibles. 
C'est en effet ce qui aurait lieu, si, dans la mise en Equation, on 
pouvait toujours exprimer, d'une manifere g6n*rale et pour 
tons les cas, les conditions du problime propos6. Mais bidn 



DES Equations du premier degr£. ' 127 

souvent il n'en est pas ainsi; et les solutions negatives peuvenl 
Irouver alors une interpolation qu'il est important d'6lu(lier. 

176. Gonsidfirons d'abord line Equation h une inconnue : 

ax-\-b = a'X'\-b\ [1] 

Supposons qu'en la r6soIvant, on ait trouv6, pour a?, une va- 
leur negative — « ; cela signifie que Ton a F^galitS : 

c'est- Ji-dire, b — aa = 6' — a'a ; 

par consequent, a?=+a est solution de Tiquation : 

b—ax = b'^a'x. [2J 

Si Ton compare les equations [1] el [2], on voit qu'elles ne 
different que par le signe des termes qui conliennenl I'inconnue. 

Th^orjime. Taute solution nSgative d'une Equation du premier 
degre a une inconnue^ itant prise posilivemmt^ satis fait done a une 
equation que Von obtient, en changeant^ dans la premihrey le signe 
des termes oil figure Vinconnue, 

177. REiiARQUE. II arrive souvent, comme nous allons le 
montrer, que cette nouvelle equation correspond k un pro- 
bieme peu different du propose, et quelquefois a ce probieme 
lui-meme, enlendu dans un sens plus general ; on obtient ahrs 
la solution du probUme modifii ou gMralisi^ en prenant^ avec le 
signe -^^la valeur nigalive trouvie pour Vinconnue. 

Une pareille remarque ne pent etre developpee d'une ma- 
niere generate ; il estessentiel d'etudier, k part, son application 
dans chaque question particuliere. G'esl ce que nous allons faire 
dans les probiemes suivants. 

178. Probl^me IX. Deux mobiles M et N, qui suivent une Ugne droite, partent 
de deux points A et B, situ^s d une distance d Vun de Vautre (A d gauche, B d 
droite) ; ils marchent, dans le m6me sens, de gauche d droite, avec des vitesses 
Y et v. Apres conibien de temps se rencontreront-ils ? 

Soit X le temps cTierch^ ; le premier mobile, dont la vitesse est t?, parcourt un 
espace t; dans I'unite de temps, et par suite , dans le temps x, il parcourt vx', le 
second, pendant le mSme temps, parcourt Tespace v'x. Puisqu'ils partent en 
mfime temps, il faut, pour qu'ils se rencontrent, que le premier ait parcouru un 
espace d de plus que le second 3 on doit done avoir I'^quation : 

d 
d*oft Ton d^duit : «= •, . 
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Discussion. Si v est plus grand que t/, cette Taleur de x eat positive et foumit 
Ja solution demand^e. Mais si v est moindre que f/f cette solution est negative. 
Pour Tinterpreter, remarquons que, prise positiyement^ elle satisfait, en vertu 
du th^or&me (176), 2i I'^uation : 

v'x—vx=d. * [2] 

Or cette Equation exprime ^videmment, que le chemin parcouru par le mobile 
N surpasse de d !e chemin parcouru par le mobile M ; et cette condition r^pond 
k la question suivante : 

En supposant que les deux mobiles soient en marche depuis un tempt indi- 
finiy comhien y a-t-il de temps quHls se sont rencontrisPCas, dans cette hypo- 
tli&se, la rencontre a eu lieu k gauche de A. 

Si done on veut donner cette extension au probl^me, la valeur negative de x 
exprime un temps dijd icouU, 

On comprend d'ailleurs que, si Ton a v < i/, le mobile M, qui est en arri^re 
du mobile N, et qui va moins yite que lui, ne pourra pas le rencontrer ult^rieu- 
rement, mais qu'il a dti le rencontrer ayant T^poque actuelle. 

170. Probl&mb X. Les dges de deux individus sont & et h; apris combien 
de temps Vdge du premier sera-t-il double de celui du second? 
Soit X le temps cherchS ; I'^quation du probl^me est 6yidemment : 

a+x=:2{b-\-x)', [1] 

et Ton en d6duit : af=a— 26. 

Discussion. Si a est plus grand que 26 , cette valeur de x est positiye, et fait 
. connattre la solution. Mais, si a est moindre que 26, cette solution est negative ; 
prise positivement, elle satisfait alors (170) h I'^quation, 

a—x=2{b—x)\ [2] 

qui correspond ^videmment ^ la question suivante : 

Combien y Or-t^l de temps que Vdge du premier individu itait dtnible de ce- 
lui du second P 

Si Ton accepte cette extension, la valeur negative de x exprime encore un 
temps ^couU. 

Remarquons que le rapport actuel des deux ^ges est t; si done 11 est plus grand 

que 2 (si a> 26), comme il ya en diminuant k mesure que le temps s'^coule, il 
arrivera une ^poque oCi il deviendra 4gal a 2 : c'est le cas de la solution positive. 
Au contraire, s'il est actuellement plus petit que 2 (si a<26), comme il se 
rapproche toujours de I'unitS, il ne sera jamais egal k 2 dans Tavenir : il n*y a 
done pas de solution dans ce sens. Mais si, en mSme temps, a est sup6rieur a 
6, il y a eu une ^poque oA le rapport des &ges a et^ 6gal k 2 ', c'est cette 6poque 
qu'indique la solution negative. 

Ajoutons que, si a est inf^rieur^ 6, le probl&me n'a ^videmment pas de so- 
lution ; et Ton voit qu'en effet la formule a;=2&— a, applicable k ce cas, donne 
k X une valeur plus grande que 6, qui n'est pas acceptable. 

180. Probl^me XI. On donne sur une droite, deux points ketB: le premier 
est silu^ d gauche d^un point 0, d une distance a, et le second est situ4 d 
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droite, a wne distance b. Vilerminer, tur cette Ugne, un troisiifM poi/U X, tel 
qu'en ffrenant U milim M de BX, puis le Hers de AM, d partir de A, le poirU 
ditermini coincide avec le point 0. 

f • ' 1 I 

A X M B. 

Supposons que le point cherchd X soit plac6 k droite du point 0. 
Soit X la distance OX , que nous prenons pour inconnue. Comme on a M* 
demment, d*apres la figure : 

b = OM + MB 

« = OM — MX 
et que MB ^ MX, il en r^sulte : 

<?onc : AM = o H —. 

Mais d'apres Tenoned, AM = 3A0 ^ 3a. 

li en r^sulte T^quation : 

3a = a + 5^: flj 

d*ou Ton d^duit : « = 4a — 6. 

Discussion. Si h est plus petit que 4a, cette valeur de x est positive, et donne 
la solution. Mais, si 4a est moiudre que &, ia solution est negative ; prise po- 
sitivement, elle satisfait done (170) k T^quation : 

b -^ X 
3a = a + — J-. [2] 

Or cette ^nation est celle k laquelle on est conduit, en supposant le poiut X 
piac6 k une distance x, k gauche du point 0. Gar, ea faisant la figure pour cette 
hypoth&se, on trouye ais^ment : 

5=0M + MB, h^x ^ ,^ , b-a? 

d*oi OM = -— — , et AM = a -I r-— ; 

« = MX — OM; 2 ' 2 ' 

done 3a = a + — ^ . ' [2] 

II r^sulte de Ik, que la valeur negative de z, foumie par Vicfuation [1], doti, 
dans ce cos, itre portie dans irn sens oppos4 d eelui que Von avail supposi dans 
la mise en Equation. 

181. Remarque. II ne faut pas croire que les solutions nega- 
tives s'interprfetent toutes aussi nalurellement que les pr6c6- 
dentes. On ne doit pas m^me affirmer, d'une mani^re g6n6rale, 
qu'une valeur nigative^ trouvie pour un temps a venir^ exprime un 
temps passi; ni que les longueurs rUgatives, a porter sur une ligne, 
a partir d'une origine /ire, doivent tovjours itre compt4es en sens op- 
Alg. B. I'« Partie. 9 
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posS dt celui qui correspond aux valevrs positives. II en est ce pendant 
ainsi dans la plupart des cas ; et nous allons en donner la raison. 

182. POURQUOI L'oN doit COliPTER DANS LE PASs£ LES YALEURS 

NiiGATivES DU TEMPS. Supposons que; X d^signant le temps qui 
doit s*6couIer depuis l'6poque acluelle jusqu*^ un certain ^v6ne- 
iiient, on ait trouv£, pour Tequation d*un problime : 

B + Aa? = B' + A'a?. [1] 

Sly au lieu de chercber le temps qui doit s'^couler k partir de 
r^poque actuelle, on avail cherch6 le temps qui doit s*£couler it 
partir d'une ^poque ant^rieure de ( ann^es ; si, par exemple, 
on avait pris pour inconnue la date de T^v^nement, en nom^ 
mant Xt ce temps, on aurait 6videmment : 

Xi=t'\'X; d'oii a?=.a?|--l; 

el, par suite, au lieu de T^qualion [i], on aurait eu : 

B + A(ar.— = B' + A'(rr|-0; [2] 

et ce serait Ik T^quation du probl6me, si Ton prenait Xi pour « 
inconnue. 

Supposons que la valeur de rri, que Ton en d6duit, soit posi- 
tive, mais moindre que t, et ^gale, par exemple, k{t — a) ; on 
aura, en la substituanl dans T^qualion [2], T^galit^ : 

B — Aa = B'— A'«; 

par oil Ton voit, que I'^quation [1] a pour solution : a?= — «. 

Une solution rUgativCf x= — «, trouvie pour V Equation [^], 5i- 
gnifie done, que Vivinement est poslirieur d6 (I — a) anndes a une 
epoque antirievre de I annees a lipoque actuelle, c'est-Ordire qu'il 
prMde de a annies Vipoque acluelle. 

185. Remarque. L'6quation [1] esl construite, par hypoth&se, 
pour des Taleurs positives de x : par consequent, T^quation [2] 
est construite pour des valeurs de x^ plus grandes que f, c*est-i- 
dire pour des ipoques posl^rieures k T^poque acluelle. En ap- 
pliquant cette dernifere, comme nous I'avons fait, k une Epoque 
anl6rieure, nous avons fait une hypolhfese qui pourrait n'^tre 
pas admissible. Le raisonnemenl precedent n'est done pas tout 
k fait g^ndral. 

184. PoURQUOI L'ON DOrr compter, en sens CONTRAmE DU SENS 
CONVENU, LES VALEURS NEGATIVES DES DISTANCES. SuppOSOnS 
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maiutenant que, x d^signant la distance h porter sur une ligne, 
k partir d'un point donn^ 0, et dans une certaine direction, k 
droite par exemple, ou ait trouv^, pour Equation d'un probl^me, 

B+Aa?=B'+A'a?. [1] 

Si, au lieu de chercher la distance du point inconnu k I'ori- 
gine donn^e 0, on avait cherch6 sa distance Xt k une origine 0', 
situ6e k gauche de la premiere, k une distance d, on aurait eu : 

et, par suite, au lieu de I'iquation [1], on aurait eu, pour Equa- 
tion du probl^me : 

■ 

B+A (a?i— rf) =B'+A'(a?i— d). [2] 

Supposons que cette Equation fournisse pour Xi une valeur po- 
sitive, mais moindre que d, que je repr6sente par (d — «) ; pour 
avoir la position X du point cherch^, il faudra d*abord porter la 
distance d de 0' en 0, puis porter en sens contraire la distance 
a de en X. Le point cherch6 sera done k gauche du point 0, et 
k une distance a de cetle origine. Or, en substituant k o^i, dans 
rtqualion [2], sa valeur (cJ — a), on a : 

B— Aa = B'— A'a; 

d'od il risulte, que Tfiquation [1] a pour solution : a?= — a. 

Une solution negative x=— a, trouvie pour V equation [1], «- 
gnilie done, que le point eherchi est situ6 a gauche du point 0, et a 
une distance a de cette origine, • 

IBS. Remarque. Nous remar^ijuerons, comme au n" 185, 
que le raisonnement pr^c^dent n'est pas tout k fait g^n^ral ; il 
suppose que r6quation [2], qui est construite pour les points si- 
tu6s k droite du point 0, puisqu'on Ta dMuite de T^quation [1], 
s'applique aussi aux points situ^s ^ gauche. Or cela n*a pas tou- 
]ours lieu ; et nous en donnerons un exemple. 

1 80. Probl£mb X II. Un ehemin de ferprend 0' , 10, par tonne eipar kHomitre, 
vour le transport det marehandiset ; on paye, en outre y un droit fixe de 3^,75 
par wagon de 2000 kilogrammes. ^ quelle distance peut-on transporter 50 tonnes 
pour 3 fr.? 

Soil X la distance cherch^e. 

50 tonnes correspondent k 25 wagons; le droit fixe k payer est done de 

3,75X25. 
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Ed outre, pour le transport a la distance Xy le droit proportionnel est 

0,IOX50XflF. 
L'equation du probl^me est dene : 

3,75X25 + (0,10X50X«)=3; |1]' 

rt, en la r^solvant, on trouve : «=— 1.8, 15. 

Discussion. Cette yaleur negative ne signifie ici absolument rien. Gar les prix 
du transport de 50 tonnes, ^ IS*", 15, d droite ou d gauche du point de depart, 
sent exactement les m6mes; par suii<), si le point cherch6 se trouvait k gauche, 
a 18^, 15> comme semble Tindiquer la solution negative, il y en aurait un autre, 
situe a droite, i la mdme distance ; et T^quntion, qui est construiie pour ce cas, 
foumirait la solution iv=+ 18,15. On reconnalt, d'ailleurs, d priori, que le pro- 
bleme est impossible ; car le droit fixe, 6tant 3', 75x25, est sup^rieur au prix 
total que Ton devr&it payer^ pour ce droit et pour le transport. 

On peut s'assurer que, dans ce cas, le raisonnement du n* 1641 est en d^faut 
En effet^ supposons que, le» 50 tonnes devant ^tre port^es vers la droite, on 
prenne pour origine un point situ6 k une distance d, k gauche du point de 
depart; la distance Xi du point cherch^ k cette origine sera [x + d); et Ton 
aura ap=flpi— d. L'equation du probl^me deviendra done : 

3, 75x25 + 0, 10X50x(«i-d)=3. . [2] 

Si cetiS Equation (qui est construite pour les points. situis k droite du point de 
depart, puisqu'on Ta d^duite de r^quation []]) ^tait applicable aux points situes 
a gauche, le raisonnement (184) pourrait £tre cbntinu6,et une valeur de Si, 
positive^ mais moindre que d, correspondrait effectivement k un point situ6 k 
gauche. Mais l'equation [2] ne convient nullement au cas du transport effectue 
vers la gauche. Dans ce cas, en effet, le chemin parcouru doit 6tre repr^sente 
par d — xi; et il faut prendre, pour Equation du probl^me, T^quation 

3,75X25 +0,10x50x(d^a;,) =3, [3] 

qui diff&re de T^quation [2]. 

S IV. Introduction des nombresfi^gatife dans renonc6 d*un probleme. 

187. Ayantages de cette introduction. II est quelquefois 
avantageux d'introdiiire des nombres n^gatifs dans les donn^es 
mSmes d'une question. Pour montrer comment on peut y 6trc 
conduit, et de quelle nature est Tavantage qu'on y trouve, nous 
reprendrons le probl^me du n* 178. 

Deux mobiles M ei W, tuivent la droite AA', en marchant drnit le mSme sem 
AA' : M part de A avec la vitesse v, en mime temps qtie W part de A' avec la 
Vitesse v'. Apres comhien de temps se rencontrent-ils f 

En nommant x le temps inconnu, et d la distance AA', on a trouye T^quation 

ll»8): , 

vx — vx= d. 
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On a vu, que cette 6quatioa fournit la solution du probUme, lors mSme que v 
est moindre que v', pourvu que Ton regarde la valeur negative de x comme re' 
pr^entant un temps d6ja 6coul6. 

•Pour g^n^raliser encore davantage, supposons que les deux mobiles ne mar- 
chent pas tous deux dans la direction AA' : on pent consid^rer trois cas dis- 
tincts. 
1* Le mobile M marche vers la droite^ et le mobile M' vers la gauche; 



A A' 

ils se rencontrent enlre A et A', apr&s avoir parcouru^ Tun vx et Tautre tfx; et 
par consequent T^quation du pxobl&me est : 

vx-\-v'x=d. 

2* M marche ? ers la gauche, M' vers la droite ; 

I 



A A' 

Les mobiles ne se rencontreront jamais; mais en nommant x le temps ecoul6 
depuis leur rencontre entre A et A', ils auront parcouru, Tun vxei Tautrev'^, 
quand ils seront arrives, Tun en A et Tautre en A'. On aura done : 

3* Enfin, si Ton suppose que les mobiles marchent tous deux vers la gauche, 



A A' 

la rencontre aura lieu & gauche de A; et T^quation du probl^me sera, dans ce 

cas: Vx^vx^d. 

Les Equations relatives aux quatre cas sent done, en r§sum6 : 

v«— t/a;=d, quand M et M' marchent vers la droite; 

vx-\-v'x=d, quand M marche vers la droite, M' vers la gauche ; . 

vx+v'x=zd, quand M marche vers la gauche, M' vers la droite.; o^designe 
alors un temps d^j^ ^coule; 

v'X'-vx=dj quand M et M' marchent vers la gauche. 

Or, ces quatre Equations peuvent se r^duire a une seule, ce qui est 6videm- 
ment un avantage, si Ton conyient de representor par des nombres negatifs (— v) , 
(^v') les vitesses dirigSes vers la gauqhe. D'apr^s cette convention, 11 faut, en 
effet, remplacer dans la seconde des Equations ci-dessus, v' par (— v')i dans la 
troisieme, v par (— tJ); dans la quatri^me, v par (— »), i/ par (— r'). De plus, 
dans la troisi&me, oil I'inconnue d^signe un temps ecouie, il faut remplacer a 
par (— flp). 

Les equations deyiennent toutes, par ces substitutions : 

vx—v'xr=zd; 
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A 

CD sorte que la formule^ x^l- 



«-»" 



que I'OD en ddduit, convient a tous les cas. 

Ainsi, Vavantage que Von retire de Vintroduction desnombres n^- 
gatifsdans les donnas d'une question^ estderiduire a une seule les 
iquations qui correspondent aux diffirents cas du probleme^ et, par 
suite^ de ri avoir a considirer qu'une seule formule pour les ri- 
soudre, 

$ V. Des solutions negatives des probltoes du premier degrd 

it deux incGsmues. 

188. Nous n'avons consid^r^Jusqu'^ present, que les solu- 
tions negatives fournies par une Equation h une inconnue. Le 
cas de plusieurs Equations donne lieu k des remarques enti^re* 
men! semblables. Supposons qu'en r^^olvant le syslftme : 

ax + hy = c, 



\=^} fi 



a'x-\'b 

on ait trouv6, pour Tune des inconnues, ou pour toutes les deuXj 
desvaleurs negatives. Solent, par exemple, a?=a, y==— p. Oes 
valeurs satisfaisant aux Equations [1], on aura les 6galit£s: 



aoL — op=c ; 

et par consfiquent, les valeurs a?=a, y= p, satisfont au sys- 
tftme : 



ax—hy^cA . 
a'x^Vy=c\] *-^J 



Alnsi, en prenant positivement la solution negative y= — p, 
on Kali«fail h un syst6me qui diff^re du propos6 par le change- 
ment de signe des tertnes en y. On verrait de m^me que, si la 
valeur de x 6tait negative, on pourrait la prendre avee le signe +, 
pourvu qu'on changedt, dans les Equations proposdes, les signes 
de tous les termes en x. 

Tn^ORfeME. En gMraly lorsqu'en risolvant un systbme d'iqua- 
tions, on trouve pour quelques-unes des inconny£s des valeurs ne- 
gatives, on peut prendre toutes les valeurs des inconnues avec i« 
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Hgne +; ^tt^ sont alors les solutions (Tun nouveau systbme^ leqitel 
ne differe du systbme proposi^ que par le changemmt de signe dts 
Wrmes qui corUiennent les inconnues dont les valeurs sont rUgatives. 

189. Remarque. Les Equations nouvelles^ anxquelles satisfont 
les valeurs negatives des inconnues prises posilivement, cor- 
respondent quelquefois ^ un probl^me peu diff6rent du propose, 
ou 2i ce probl^me lui-m^me, entendu dans un sens plus g^n(^« 
ral. On obtient alors la solution du probl&me modifi^ ou g^n(!;- 
ralis^, en prenant, avec le signe +> les valeurs negatives trou- 
v6es pour les inconnues. Mais cette remarque, comma dans Ic 
cas des ^quati^ns k une inconnue, ue pent 6tre d^veloppde que 
6ur des questions particuli^res. 

Considfirons, par exemple, le problfeme suivant. 



Probl^mb XIII. Vn riservoifj de capadti y, est rempU, dans un temps X, 
par n robinets^ versant chacun la mime quarUiU d^eau, et par la pluie tombie 
unifornUment sur un toitdont la surface est s. Un autre reservoir, de capaciti\', 
est remplif dans le temps i% par n' robineis sembldbles aux precedents , et par 
la pluie tombant uniformiment sur un toit € avec la mime intensiU que sur le 
fott s. Diduire de ces donn^es la quantite d'eaUj x, versie par chaque robinet 
dans Vunite de temps, et la quaniiti y vers4e par la pluie, pendant chaque 
uniU de temfSy sur chaque unite de surface de toit, 

Puisqu'un robinet verse, dans i'unit^ de temps, une quantity d'eau ^gale Ix^n 
robinets, dans le temps t, Terseront nxt. 

La pluie versant, dans TuuitS de temps, une quantity d'eau ^gale k y, sur 
Tunit^de surface, versera, dans ie temps f, 8ur la surface «, une quantity 
d'eau syt; on aura done T^quation : 

nxt'\-syt^=v, [1] 

En exprimant que le second reservoir est rempli dans le temps f , on aura de 

m^me riquation : 

n'xt'+ s'yV = v^; [2] 

et les j&quations [t] et [2] j)ermettront de calculer x et y. 

Supposons maintenanl, qu'en les resolvant, on trouve pour x une valeur po- 
sitive a, et pour y une valeur negative— p. 11 faudra en conclure (IS©), que lei 
valeurs «=a,y =p satisfont aux Equations : 

nxt — «y t = « , 

Ces Equations correspondent k un probl^me qui differe du propose , en ce que 
la pluie, qui remplit les reservoirs, doit etre remplac^e par une cause qui leur 
enleve une quantity d*eau proportionnelle au temps et k la surface; par exemple, 
par r^vaporation du liquide. 
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Si^ au contraire, on trouvait pour « une yaleur negative , cette valeur , prise 
positiyemeDt, satisferait aux Equations : 

syt — nxt = v, 

Cos Equations correspondent k un probUme qui diffdre da propose, en ce que 
las robinets qui yersent de Teau daos les reservoirs , doivent 6tre remplaces par 
un nombre ^gal de causes qui en enl^vent ; par ezemple, par des orifices ou par 
des pompes, enlevant une quantity x d'eau par unite de temps. 

191. Remarques. Les remarques faites (i82, 184), au sujet 
des valears negatives trouv^es pour un temps ou pour une lon- 
gueur, s*appliquent sans modification au cas od les Equations 
conliennent plus d'une inconnue. 

Ajoutons qu'il y a d'autres grandeurs que les longueurs et les 
temps, qui peuvent 6tre aussi compiles en deux sens opposes. 
Ainsi, les temperatures au-dessus ou au-dessous de z^ro, les la- 
titudes (g^ographiques ou celestes) bor^ales ou ausfrales, les 
forces altractives ou r^pulsives, Tactif ou le passif d'un n^go- 
ciant, sont des grandeurs susceptibles d'etre representees par 
des nombres positifs ou n^gatifs. 

Remarquons enfin, en texminant, qu*il n'est pas n^cessaire 
d'introduire les nombres n^gatifs dans renonce des probl&mes; 
on est libre de faire ou de ne pas faire ces conventions. Mais si 
Von veut gindraliser let formuleSy c^est-h-dire si fort veut qu'uni 
seule et unique formule reprisente la solution (tun probleme dans 
tou^ les caSy ces conventions sont obligatoires; ilfaut repr4senter %m 
changement de sens par un changement de signe. 

§ VI. Des solutions infinies ou ind^terminees. 

182. Des soLunoNs dites infinies. Lorsque la formule, qui 
fournit la solution g^nerale d'un probl&me, se pr^sente sous la 
forme fractionnaire, il pent arriver que certaines hypotheses, 
faites sur les lettres qu'elle renferme, annulent son denominateur, 
sans annuler son numerateur. Cette formule prend alors la 

forme ^ = x« Nous verrons, dans la discussion generale des for- 

mules (chap, vii), que requation qui Ta fournie est alors impos- 
sible. Hais il n'en est pas toujours ainsi du probieme qui y a 
conduit ; on pent seulement affirmer que la quantite, prise pour 
inconnuCi cesse alors d'exister. 
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Prenons pour exemple la question suivante : 

i#S« PROBLfinE XIY. Deux cerelci, de rayons R et r, non intMeurs Vun d 
i'autre,sont sUwfs dans un mime plan; la distance de leurs centres est d. On 
ilemande le point oH la tangente commune extirieure rencontre la droite qui 
joint les centres. 

D^igDons par x la distance qui s^pare le point cherch6 du centre du plus petit 
cercle. Si Ton joint chaque centre au point de contact correspondant, on forme 
deux triangles semblables, qui donnent imm^diatement la proportion : 

Discussion. Tant que r reste plus petit que R, la valeur de x est positive, et la 
Tonnule permet de construire le point cherch^. Si la valeur de r se rapproche de 
celle de R, celle de x augmente, puisque son num6rateur crott, et que son di- 
oominateur diminue; le point s'^loigne done sur la ligne des centres. Comme 
oapeut rendre la difference (R — r) assez petite, pour que la fraction f2] soit 
aussi grande que Ton voudra, les rayons des cercles peuvent diff^rer assez peu, 
pour que le point soit aussi 61oign6 que Ton voudra. Enfin lorsque, k la li'mite, 
r=R, la fraction est devenue plus grande que toute grandeur assignable. Le 
point de rencontre s'iloigne done indifiniment, et les deux droites, nese rencon- 
trant pha, sont paralleles. On voit que^ dans ce cas, T^quation |IJ prend la 

forma impossible : = 1 , et que la formule prend la forme singuli^re : 

X 

Am 

s=— ; il n'y a plus alors ni Equation ni formule, et le point de rencontre 

n'existeplus; mais c'est pr6cis6ment dans ce risultat que consiste la solution du 
probl^me. 

t94. Remarque. Lorsque le d^nominateur d*une fraction di- 
minue, la fraction augmente ; et elle peut augmenter indifini- 
ment, si le d^npminateur diminue indifiniment. D*apr^s cela, on 
dit quelquefois que, le d^nominateur devenant nul, la fraction 
de?ient infinie; et Ton 6cril qu'elle a pour solution a; = oo . C'est 
\k une locution incorrecte ; la fraction, dont le dinominateur est 
niU ne reprisente rien. Si les donn6es d'un probl6m6 varient de 
telle mani&re, que le d^nominateur de la valeur de I'inconnue 
tende vers z6ro, Tinconnue elle-mftme augmente sans limites ; 
mais, lorsque le d^nominatcur est actuellement nul, la solution 
n'existe pas, et T^quation est impossible. * 

iB8. Des solutions ind^termin^es. Lorsque la formule, qui 
donne la solution d'un probl6me, se pr6sente sous la forme frac- 
tionnaire, il arrive parfois encore, que cerlaines hypothfeses par- 
ticuliires, faites sur les leltres qu*elle renferme, annulent & la 
fois son r.uin^rateur et sou d^nominateur. Geite formule prend 
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alors la forme a?=5« Nous verrons plus loin (chap, vn), que le 

systfeme qui I'a fournie est alors, en g^niral, inditermini ; ce» 
pendant celte inditermination peut n'6ire qu'apparente. 
Donnons des exemples de ces deux cas. 



k PROBLfiME XV. On a deux lingots; le premier eontient a grammet d'or 
et b grammes d' argent; le second eontient a' grammes d^or etl/ grammes d^argent. 
Quel poids de chacun de ces lingots faut-il prendre pour en former un trot- 
sidme, contenant a grammes d'or et p grammes d' argent? 

Soient « et y lesrpoids ^ prendre dans le premier et dans le second lingot. 

Puisque le poids a + & eontient a grammes d'or et h grammes d'argent, le 

ax hx 

poids », extrait du mfime lingot , contiendra — r-^ en or, — --r en argent. 
'^ ' ' o-fd 'a + 6 

De mdme, le poids y^ extrait du second lingot qui p^se a' + h\ contiendra 

■ , , ,. en or, et . , ,, en argent, 
o' 4- b' ' o' + b' ° 

On aura done les deux Equations: 

ax , a'g 



a'-f-b'-P-; 



a-i-b 
Si Ton r^sout ce syst^me, on trouve : 



hx ^'- ^ '^' 

+ 



_ (a + b)(tty— pgQ _ (gf 4- h') {a? — ba) 

a' a 



*— aiZ—ba' ' ^"^ ab' — Oa' 



Discussion. Si Ton fait Thypothfese, T^r; = r, les numSrateurs et les dtoo- 
minateurs des deux formules sont nuls; de sorte qu'on a : 



Pour interpreter ce resultat, remarquons que Thypothfese admise a pour conse- 
quences : 

a _ a' _ a. \ 

•a + b.-a'+b'-a + P' ( „, 

b _ y _ p i '-'J 

a + b""a' + b'~aH-p' / 

et que, si Ton remplace dans les Equations [1] les coefficients des inconnues par 

a 3' 

leurs valeurs --[-^» — T~ay tir6es des relations [2], les Equations se r6duisent 

toutes deux k T^quation unique : 

II en r^sulte (tGS), que le syst^me [I] est inditermini. Mais le probUme lui' 
mime est indHermini^ et admet une infinite de solutions. En effet, rhypoihSse 
admire exprime, que le rapport de Tor & Targent est le mdme dans les troii 
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liDgots; done^ quelles que soientles quantit^s que Ton prenne dans ehacun des 
deux premiers, elles formeront ^videmment un alliage au m6me titre. Ges quan- 
tity ne seront astreintes qu*^ y^rifier T^quation [3]. 

§•9. Probli^he XVI. CaUsukr la surface (fun trapiie dont on donne les 
bases B ethjetla hauteur h, en la consider ant comme la difference des surfaces 
des deux triangles qiie Von ohtient, en prolongeant les deux c6lis non paralleles 
jusqu^d leur rencontre, 

D^ignons par x Ya\m cherch^e; et prenons pour inconxiues auziliaires les 
hauteurs y etx des deux triangles. Les surfaces de ces triangles ayant pour ex- 
pressions I By et ^ hx, on a d'abord T^quaUon : 

« = i(By-6jj). [1] 

Gomme les deux triangles sont semblables, les bases sont proportionnelles aux 
hauteurs; done 

X b '' 

Enfin, la hauteur h Mant la difference des hauteurs y et y, on a : 

y-sf=fc. [3] 

Poor eiiminer les ipconnues auxiliaires, on remarque que T^quation [2] donne : 

y—j __ B — & y— Jg __ B--& , 
"i; B ' jf "■ b • 



d'oii^ en yertu de T^quation [3] : 



Bh hh 



%=■ 



^~B-6' """B-b" 
En substituant ces yaleurs dans T^quation [t], on obtient enfin : 

Discussion. Tant que b n'est pas ^gal a B, cette formule donne, pour la surface 
dutrap&ze, une valeur parfaitement d6iermin6e. Mais si Ton suppose b = B, la 

formule se pr^sente sous la forme ^=^r^ et le probldme parait ind^tarmini. Ce- 

pendant eeile inditermination h'est qu^apparente ; car, dans ce cas, le trapeze 
devient un paraI161ogramme, dont la surface est 6gale d Bh. On peut, d'ailleurs, 
tirer de la fraction cette expression de la surface, si Ton remarque que le facteur 
(B — b) divise (B» — b*), et qu'en supprimant ce facteur commun, il yient : 

formule connue de Taire du trapeze, laquelle deyient effectiyement, s = B/», 
dans le cas o£i b = B. 

108. Remarque. On voit que, lorsqii*on rencontre une for- 
mule, qui, par suite d'liypoth^ses particuli^res, prend la forme 
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rr, il ne (aut pas se b&ter d'affirmer que le probl6me, dont elle 

donne la solution, est alors ind£terinin£. II peut arriver que 
I'ind^termination ne soit qu'apparente, et qu'elle tienne, comme 
dans Texemple pr^c^dent, k la presence d*un facteur commun 
aux deux termes, facteur qui devient nul en vertu des hypo- 
theses admises. On doit alors, avant toute hypothtst^ supprimer ce 
facteur commun, etfaire ensuite^ dans la formule ainsi simplip.et, 
les hypotheses convenues : on obtiendra la yraie yaleur de la 
fraction, pour ce cos particulier. 

Supposons, par ezemple, qu*on ait trouv^ comme ^lation d*un prohl&me : 

*~ a» + 3a — 4 * 
et que la discussion amdne k faire Fbypoth^se , a =. 1. Les deux termes s'annu- 

leot, et la fraction prend la forme -. OFi les deux termes ^tant des polynomes 

entiers en a, on sait (90) qu'ilssont divisibles par (a — 1). On effectuera done 
cette division, et Ton trouvera la formule simpliG^e : 

a^ — 2a + 2 



a; = 



a + 4 



formule qui, pour a= 1, prend la yaleur 9=7. 

5 



EXERCICES. 

I. Deux vases, de capacitis v et t/, contiennent chacun un melange d'eau et 
de vin, dans le rapport de m 2in pour le premier, et dans le rapport de m' k n! 
pour le second. Quelle capacity x doit-on donner k deux autres yases 6gaux 
entre eux, pour que, les remplissant k la fois, Tun dans le premier, Tautre dans 
le second, et versant dans chacun d'eux ce qui a ii& pris dans i'autre, la propor- 
tion de Teau au vin devienne la m§me dans les deux yases? Montrer, d priori, 
que le r^sultat doit 6tre ind^pendant de m, n, m' ^n'. 

On trouve T^quation : 

m{v—x) m'x n {v — x) n'x 



et la formule 



n/ (v' — a?) wx n' (v' — x) nx ' 

m' + n' T» + n m' -f-n' m -f- n 

rv' 



a = 



t? 4- »' 



r 



II. Les aiguilles des heures, des minutes et des secondes sont toutes trois sur 
le chiflTre XII du cadran. On demande apr^s combien de temps Taiguilledea se- 
condes divisera en deux parties 6gales Tangle form6 par les deux autres. 



^ 
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En d^slgnant par x le nombre de secondes ^coul6es, on trouve : 

'^=^^ + 1427- 

III. Trois mobiles parcourent une m6me ligne droite, d*un mouvement uni- 
Ibrme, avec des vitesses Vy v', v'. lis sent actuellement k des distances a, a', a" 
d'un point de cette droite, dont ils s'eloignent tons les trois. On demande 
apres combien de temps le premier seraaux { de la distance qui s^pare les deux 
antrea. 

Ed designant par c le temps ^coul^, on trouve : 

_ 2a'-4-3o''-5o 

si, apr^ ce temps^ le troisi^me mobile est en avant da second; 

^ . So'fSa*— 5a 

et, au contraire^ »=- — ; — —y, 

' 5t — 3t/ — 21?*' 

si, apr^s ce temps, le second mobile est en avant du troisi^me. 

II pent y avoir deux solutions^ ou uue seute; il pent ne pas y en avoir du 
tout : on ezaminera les conditions de ces difTerents cas. 

On g^n^ralisera la solution^ en supposant que -les mobiles ne marcbent pas 
lous dans le mdme sens. 

IV. Un parall^lipip^de rectangle, dont les aretes sont a, &, e, etant donn^, 
trouver le cdt6 x d'un cube, tel que les surfaces des deux solides soient dans le 
mdme rapport que leurs volumes. 



On trouve : x = 



ab'i-cui-\' be 



V. Trouver une proportion, dont les quatre termes surpassent ^galement les 
quatre nombres a,h,e, d. 

En designant par x le nombre quUl faut ajouter & cbacun de ceux-ci, on 
trouve • 

he — ad 
o-f-rf — b — c 

Discuter la solution, 1* lorsque be =ad, 2" lorsque a+ d=b + e. • 

YI. n pierres sont rang^es en ligne droite k d metres de distance les unes des 
autres. On proposie de determiner, sur cette droite, la position d*un point X, tel 
qu'il y ait d^ux fois plus de chemin k faire pour transporter successivement 
cbaque pierre au point X, que pour les transporter k la place occupde par la 
premiere d*entre elles. On supposera, dans les deux cas, que Ton parte de cette 
premiere pierre. 

Si Ton d^signe par x la distance du point X i la premiere pierre, en auppo- 
bant ce point au deUt de la demidre, on trouve : 

^ 3n(n-l) , 
2*1—1 
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On g^n^ralisera, en supposant que le rapport des chemins a parcourir est m 

au lieu de 2 ; on trouvera : 

(m4-l)n(n-1) 

et Ton discutera les conditions de possibility du probl^me. Si la solution est n^ 
gative^ est-il possible de Pinterpr^terT 

Yll. II faut un nombre d^hommes 6gal i a, ou un nombre de femmes 6gal 
a b, pour faire, en » jours, un ouvrage repr^senli par m. Combien faut-il ad- 
joindre de femmes i (a^p) hommes, pour faire, en (n — p) jours, un ouviage 
repr^sent^ par {^•\-^)^ 

Ontrouve: .=??} i + l=i±IiL^! 

VIII. Deux borloges A et Bsonnent Pheure en mtoe temps, et Ton entend 
en tout dix-neuf coups. D6duire de W Theure qu'elles marquaient, sachant que 
I'horloge A retarde sur I'borloge B de deux secondes, et que les coups de A se 
succMenti trois secondes d'intervalle, tandis que ceux de B se suiventi quatre 
secondes d'intervalle. On admet enfin, que Toreille ne per^oit qu'un seul sod 
lorsque les borloges sonnent dans la m6me seconde. 

En designant par x Tbeure ou le nombre de coups sonnes par chaque hor- 
loge, on remarque que le nombre des coups perdus pour Toreille est 1, aug- 

ment6 du plus grand nombre entier contenu dans — — ^ ; et l*on en conclut 
que a? = 11. 

IX. Trouver trois nombres rr, y, %, en progression arithmetique, tels que le 
premier soit au troisiSme comme 5 est i 9, et que la somme des trois nombres 
soit egale \ 63. 

Ontrouve: it=15, y=21, i=27. 

X. On donne la suite : 

ot Ton propose de trouver deux nombres x et jf, tels que chaque terme de cette 
suite puiss^ s'obtenir en multipliant le pr6c6dent par a?, et rant6pr6cedent pary, 
et en ajoutant les r6sultats. 
.On forme le troisieme et le quatriSme terme d'apr^s cette loi, et Ton trouve: 

puis Ton prouve qu*en effet ces multiplicateurs donnent tous les termes de 
las^rie. 

XI On donne la suite : 

a + b+c, ap + 67 + cr, <ip» + bq« + cr», ap»4-6q« + cr»....; 
et Ton demande de trouver trois nombres «, y, X , tels que chaque terme d 
cette suite s'obtienne en multipliant le precedent par », I'ant6pr6c6dent par y, 
et celui qui pr6c6dc de trois rangs par jr, et en ajoutant les resultats. 

Ontrouve: « = p + «+r,' y=-.pqf^pr-qr, %z=.'pqr. 
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xn. Un train T, dont la yitesse est v, part apr^s un autre train T', dont la 
Vitesse est «^; et le retard est calcul6 de maniere qu'ils arrivent en m6me temps 
k la destination. Le train T' est oblige de ralentir demoiti6 sa yitesse, apr&s ayoir 
fait les deux tiers de la course: et il y a rencontre des trains, a lieues ayant la 
fin du yoyage. Trouyer la longueur totale x du trajet. 

Ontrouye: flf=6a — 3a—. 

V 

XIII. Pour faireun certain ouyrage, A emploie m fois autant de temps queB 
et C reunis ; B emploie n fois autant de temps que A et G ; G emploie p fois 
autant de temps que A et B. Trouverune relation entre m, n etp. 

Ontrouye: -J-+ _-j + -_ =i. 

XIV. On donnedes points A, B, C, D,... situ6s sur une ligne droite, k des 
distances a, ft, c, d.... d*un point decette droite. Trouyer, sur cette droite, 
un point X tel, que sa distance x k\m point quelconque M de la droite donnee 
soit lamoyenne des distances des points A, B, C, D,.... au point M. Montrer, 
qu*a I'aide de conyentions conyenables, on pent r6soudre le problfeme par une 
seule formule, quelles que soient les positions des points A, B, C, D^.... 4 
droite ou k gauch^ de 0. 

o-fb-f-c+d+ — 
La formule est : «= — ', 

n 6tant le nombre des points consid6r6s : elle est ind^pendante de la position 
du poiut M. 

XV. Deux triangles rectangle^ ont les cdt^sde Tangle droit dirig^s suiyant les 
m^mes droites, etrepr6sent6s par o, b pour le premier, et par a', h' pour le se- 
cond. On propose d'abaisser du point de rencontre des hypotenuses des per- 
pendiculaires sur les cdt6s, de calculer leurs bngueurs, et de discuter les dif- 
r^rents cas qui peuyentse presenter. 

Les formules sont, en designant par ap la parallele aux c6t6s o, a', et pary la 
parall^le aux c6t6s &, V : 

_ aa'(^^-b) __ W{a—a') 



»i 
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CHAPITRE VI. 

DES INEGALITE8. 

$ I. Principes sur les indgalit^s consider^es isol6ment. 

199. DEFINITION. Oa dit qu'un nombre a est plus grand qu'im 
nombre b, quels que soient leurs signes, lorsque la difference 
(a — 5) est positive. 

200. GoROLLAiRE : l** Un nombre positif quelconque est plus 
grand qu'xm nombre TUgatif quelconque, Ainsi : 

l>-8; [1] 

car la difference 1— (— 8) est (20) 6gale 4 1 -f 8 : elle est po- 
sitive*. 

2* Un nombre nigatif est d'autant plus grand que sa valeur 
absolue est plus petite. Ainsi : 

— 7>— 20; [2J 

car la difference — 7 — (—20) est (20) 6gale Ji + 20 — 7 : elle 
est positive. 

3** On doU regarder ziro comme plus grand que tout nombre 
nigatif. Ainsi: 

0>-4; [3] 

car la difference 0— (— 4) est (20) egale i 0+4; elle est po- 
sitive. 

De \k resulte que, si Ton ecrit les nombres tant positifs que 
negatifs de la maniere suivante : 

— «, —4, —3, -2, —1,0, 1,2,3,4, 00, 

un nombre quelconque, pris dans cette suite, est plus grand 
que tout nombre place k sa gaucne, et plus petit que tout nom- 
bre place h sa droite. 

On exprime ordinairement qu'un nombre a est positif, el 
qu'un nombre b est negatif, par les formules : a>0, 6<6. 

201. InEgalitEs renfermant unb inconnue. Lorsqu'une ex- 
pression, qui depend d'un nombre inconnu, doitetre plus grande 
ou plus petite qu'une autre, cette condition, que Ton nomme 
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biigalUi, permet, en g^niral, d*assigner des limites, entre les- 
qaelles Finconnue doit 6lre ou n'^tre pas comprise. Nous ea 
donneroDS daas ce chapitre quelques exeniples. 

208. Principe I. Onpeut^ sans altereries conditions qu'exprim^ 
une inigaliUy augmenter ou diminuer ses deux membrts d'un mims 
nombre. En efiet, rin^galild a>6, est ^quivalentey par defini- 
tion y & a — 6> 0. Or quel que soit m, on a : 

a— 5 — a-j-m — 6 — m={a'\-fn) — (5 + m); 

done: (»+«») — (6+ wi)>0, 

on, d'aprds la definition : 

a-^m^b+m. [4] 

II resulte de \kj qu'on peut faire passer un terme d'un membrt 
tune inigaliU dans Fautre^ en changearU son signe, comme s*il 
s*agissait d*une Equation. 

205. Principe IL On peut multiplier les deux membres d'wu 
inigaliti par un mime nombre, pourvu qu'U soit positif. 

En effet, Tinegalite a>6 6quivaut i a— 6>0. Or, si Ton mul- 
tiplie (a — b) par un facteur positif m, le produit est positif. 

Done on a: (a— 6)m>0, ou om— 5m>a, 

ou, d'aprds la definition : 

am > 6m. [5] 

On -peut aussi multiplier les deux membres de VinigalitS par un 

facteur nigatif, m>ais il faut changer le sens de finegaliti. Gar si 

I'on a : 

a>6, ou a — 6>0, 

le produit de (a— 6) par un facteur nfegatif m sera ndgatif. On 
aura done : 

(a — 6)m<0, ou om— ftm<0, 

ouy enfin: 

am <Z bm, [6] 

Ces principes permettent de chasser Us dinominateurs (Tune 
'nigalUi^ comme s*il s'agissait d'une ^quatidn, quand on connatt 
Alo. B. I" Partie. *o 
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le signe du multiplicateur. Les mftines principes s'appliquent i 
la division des deux membres d*uDe in^galiti par m; car la divi- 

sion par m revient k la multiplication par --, et les deux nombres 
tn et — sont toujours de m6me signe. 



204. Principe III. Lorsque les deux membres d^une inigalM sont 
posilifSy on pent les ilever a une mtme puissance m*"', quel que soil 
m. En effei, plus un nombre est grand, plus sa puissance m"** 
est grande. Ainsi, 7>3 donne 7*>3*. 

Lorsque les membres ne sont pas tons deux positifs, il faut 
distinguer plusieurs cas. 

l"" Quels que soient les signes des deux membres, onpeut les ilever 
a une meme puissance m"*«, lorsque m est impair. Car les deux 
membres y apr^s rop^ration, conservent leurs signes, et par 
suite, le sens de leur in^galit6. Par exemple, 

si 7> — 13, on en conclut 7'>(— 13)*; \ 

si — 7> — 13, . (-7)»>(—13y. S ^^"' 

2* Mais si Ton a k Clever les deux membres d'une in^galit^ k 
une m^me puissance de degri pair^ ii faut distinguer encore. 

Quand les deux membres sont nigatifs, Vinigalite change de sens; 
car les deux membres deviennent positifs, apr^s I'op^ration 
Ainsi , de I'in^galiti 

~7> — 13 

on conclut successivement : 

13>7, 13*>7*, (_13)*>(-7/, 

et , par suite, (— 7)* < (— 1 3)*. [8] 

Si les deux membres sont de signes diffirents, on ne pent plus 
donner de rtgle. L'in^ga)il6 pent changer ou ne pas changer de 
sens, ou m6me se transformer en £galit6. Ainsi I'on a : 

7>— 3 et 7*>(— 3)*,) 

7>-l3 et 7*<(— 13)*,> [9] 

7>— 7 et 7*=(— 7)*.) 

205. Principe IV. >* Quels que soient les signes des deux membres 
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(Tune inSgaliU, on pent en extraire une racine (Findice impair; car 
les deux racines ont le m^me signe que les deux nombres. Ainsi : 

27 > Sdonnc ^27>v''8, ou 3> 2, J 
27>— 8 . C^27>^^, ou 3> — 2, > [10]. 
— 8>— 27 . v^^>V^— 27, OU— 2>— 3. J 

2*" Si Findiee est pair^ il faut, pour que les racines existent, que 
les deux membres soient positifs (96). Et alors, cfiaque racine a 
deux valeurs igaks et de signes contraires. Dans ce cas, Finigaliti 
conservera son sens ou en changeray selon que ton considirera les 
valeurs positives ou les valeurs negatives des racines, Ainsi : 

I'in^galit^ 36 > 25, 

donne-.j ^> ^ ''" '> '' | [11] 

f— V^<— V^25 OU — 6<— 5o j 

Mais, si Von prend des signes diffirents pour les deux racines, le 
terme nigatifest toujours le plus petit. Ainsi 

I'in6galit6, 36>25, 

donna: [^>-^^ ^^ ^>-'' ) .[12] 

tv'25> — v^6, OU 5> — 6. ) 



$ II. Principes sur les in^galit^s simultan^es. 

200. Principe Y. On peut additionner membre h membre deux 
inigalitis de mime sens : la nouvelle in6galit6 a le mtme sens qui 
chacune ielles. • • 

Soient, en effet, les deux in^galit^s : 

a>6, c>d\ 

elles Equivalent aux suivantes : 

a-6>0, c— d>0; 
or la somme de deux quantitds positives est positive; done on a: 

a— 6+<?— ^>0) • 

ou a+c>6 + (i. [13] 

Mais cette nouvelle inEgalit£ ne peut pas, comme lorsqa*A 
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s'agit d'^quations, remplacer Tune des deux propos6es. En d*au- 
ires termeSy les deux systfemesy 



a>6, ( a>b. 



ne son! pas Equivalents. Le second est une consequence du pre- 
mier, mais le premier n'est pas une consequence du second. 

Si les deux inegalilEs sont de sens contraireSy 11 n'y a pas de 
r^gle k donner. On a, en effet : 

8<13;) «' 7 + 80 + 13: 



7> 3, 

8<:i2 



' I et 7 + 8 = 3 + 12; 



8$ 10,' ) '' 7 + 8>3+10. 

207. Princtpe VI. On pent soustraire membre 4 membre (Tune 
inegaliti une autre inigaliU de sens contraire : la nouvelle inigaliti 
subsiste dans le sens de la premUre. 

Sdient, en effet, les deux in^galites : 

a>b, c<id; 

dies equivalent aux suivantes : 

a>6, d>c; 

et, par suite (206), elles donnent 

ou(20«) a—c>b—d. • [\k] 

Gette nouvelle in^galite ne pent pas remplacer Tune des deux 
propos6es. 

On ne pent pas soustraire une inigalite d*une autre, quand 
elles sont de mSme sens (206). 

208. Principe VII. On peut multiplier membre i membre deux 
inegalitis de mtrae sens^ quand tous les termes sont positifs : finiga' 
liii nouvelle est de mime sens que chacune d' elles. 

En effet, soient: a>^ c>d; 
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puisque c ei b sont positifs, on a , en multipliant la premiere 
par Cy et la scconde par b (205) : 

ae>bC9 bc>bdf 

et, par suite, ac>bd* [15] 

Si les quatre termes sont rUgatifs, rirUgcdiU nouvelk est de sens 
contraire a celui des deux proposies. Car en multipliant la pre- 
miere par e et la seconde par b, on a, puisque ces facteurs sont 
n^gatifs : 

ao<Cbc, bc<ibd, 

et, par suite, ac < bcL [16] 

La nouvelle in^galit^ [15] on [16] ne pent pas remplacer una 
des propos6es. 

On ne saurait donner derfegle g^n^rale, quand les termes ne 
sont pas tons positifs ou tons n^galifs. On ne pent rien dire non 
pluSy quand les in^galitis sont de sens contraires. 

209. Principe VIII. On peut diviser membre ii membre urn 
inigaliti par une autre de sens contraire^ quand tous les termes sont 
positifs : la nouvelle inigaliti a le mitne sens que la premiere. 

Soient, en eflfet : «>&, c<;d; 
on peut 6crlre : « > ^, rf > c. 

el , par suite (208) , ^ ad>bc] 
A*oh Ton tire, en diyisant les deux membres par cd (203) : 

Si les quatre termes sont nigatifs, Finigaliti nouvelle a le sens de 
la seconde : car, en faisant la multiplication, ou a (208) : 

ad<Cbc; 

et, en dlvisant par cd, qui est positlf, il vient : 

a b 
c^d' 

On ne peut pas donner de r^gle g^n^rale dans les autres cas 
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S III. Des in^galit^s du premier degr^ k une inconnue. 

810. RESOLUTION DE L'm^GALiT^. Unc in6galit6 k une in- 
connue est dite du premier degri^ lorsqu'elle peul se ramener k 
la forme • 

a, b, oty h\ d^signant des nombres donnas qui peuvent 6tre posi- 
tifs ou n^gatifs. 

Pour risoudre cette in6galit6, on fait passer des termes conle- 
nant Tinconnue d'un c6t6., les termes connus de Tautre (208) ; 

et Ton a : 

(a— a') a? > 6'— 6. 

Puis' on distingue deux cas : 

1*» Si (a — a') est positif, on a, en divisant (203) par (a— a') : 

'^ a — a 
2* Si (a — a') est n6gatif, on a, au contraire (203) : 

a?< ,. 

a — a 

Ainsi, p(yur satisfaire a Vinigaliti^ il suffit de prendre x supi-^ 
rieur ou inf&rieur a une certaine limite. On pent remarquer que 
cetle limite est pr6cis6ment la valeur de Xy qui rendrait les deux 
membres ^gaux. 

211. Phobl£nb. Nous i^soudrons^ comma application^ le probldme suivant : 
Deux points ketB sont situ4s d une distance 2c ; on sait qu'un point }l est 
tel que MA + MB = 2a, a ^tant une longueur donnie, plus grande que c. On 
demande entre quelles limites peuvent varier AM et BM. 

Supposons AM > BM. Posons : AM = a;^ BM = y. On a d*abord , d'apr^s 

r6nonc6 : 

» + y = 2a. [IJ 

De plus, pour que le triangle AMB soit possible, 11 faut que chaque cdt^ soit 
plus petit que la somme des deux autres, c'est-^-dire que Ton ait : 

I 2c < « + y, y < 2c + «, « < 2c + y. 

Or la premiere de ces in^galit^s est ^vidcnte, d'apr&s T^quation [1] ; ]a seconde 
est iyidente, puisque y est plus petit que x, Keste done la troisi^me , 

OP < 2c + y. [21 
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Si Ton remplace y par sa valeur (2a — x), cette in^galit^ deyient : 

» < 2c + 2a — OP ; 

d*oa « < a +c. [3] 

Mais y, qui est 6gal IL (2a — »), est d*autant plus grand que x est plus petit. 
Done y aoit 6tre plus grand que [2a — (a + c)], c'est-&-dire que (a — c). Ainsi : 

y > a — c. [4] 

Telles sont les limites clierchSes. 



EXERGIGES. 

I. D^montrer que la moyenne arithmStique entre deux nombres positifs in6- 
gaux est plus grande que leur moyenne proportionnelle. ' 

On s'appuie sur Tin^galit^, (a — &)' > 0. 

II. £tant donnas deux nombres a, h, positifs, a > b, d^duire de Tinigaliti, 

« tf a X 4- b 

> 



les limites entre lesquelles l& valeur de x doit 6tre comprise. Les radicaux sont 
pris avec le signe +• 

On trouve que x doit 6tre negatif^ ou plus grand que /oF. 

III. D^montrer que y/abcd est comprise entre la plus grande et la plus 

petite des quatre expressions \fay \/b y \/cy \^d. 

On d^montre cette propri^t^ pour les logarithmes de ces expressions ; et Ton 
en tire la consequence pour les expressions elles-mdmes. 

IV. Dfimontrer que Ton a toujours : 



qa + aV+aV-f-.... < •o» + a'^ + o«2-|- .... v^a» + a" + a"* +• . . . , 



h mdins que Ion n ait : - = -,= — 

01 (X oc 



On suppose d'abord a, a', a", . . . , a, of a^y .... positifs ; et Ton y^rifie 
Tin^galite, en ^levant les deux membres au carrS : puis on generalise. 

V. Prtfuver que x* + y* — x*y — xy* est toujours posilif, quelles que soient 
les yaleurs positives de x et de y. 

On le demontre, en d^composant I'ezpression en facteurs. 

VI. Prouver que Ton a : 3(1 + a« + o*) > (1 + a + a*)^ quelles que soient 
les valours, positives ou negatives, de a. 

Heme mode de demonstration. 

VII. Demontrer que I'on a: ahe > (a + b— c) {a + e^b) (6 + c— •), quels 
que soient les nombres positifs inegaux a, b, c. 

On s^appuie sur des inegalites evidentes, de la forme, a* > a' — (b — r)*. 
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CHAPITRE VII. 

DISCUSSION DES VORHIILES GENEEALES. 



S I. Discussion de la fonnnle g^n^rale de resolution d*une ^nation 

du premier degr6 k une inconnue. 

SIS. FoRMULE G^N^RALE. Une Equation da premier degri h 
une inconnue ne pent renfermer que deux sortes de termes, 
saToir : des termes qui contiennent rinconnue et des termes qui 
ne la contiennent pas. Si done on r6duit, dans chaque membrc, 
les termes semblables , la forme la plus g^n^rale de T^quation 

sera * 

ax + b=^a'x + b'. [1] 

On en tire : (a — a^x = 6' — ft ; 

« ■ 
et divisant par (a — a^, on a la formule : 

x= ,. [2] 

Mais cette formule n'est £quivalente k T^quation [1], que dans 
le cas oil (a — a') n'est pas nul (124). 

• 

S13. Discussion de la formule. Lorsque a' n'est pas ^gal h a, 
la formule [2] repr6sente un nombre positif, nul ou n^gatif, qui, 
8ubstitu6 dans T^quation [1], et trail6 d'aprfes les regies conve- 
nues, rendra le premier membre ^gal au second. Le seul cas 
que Ton doive examiner k part est done celui oil (a-ra') = 0. 
Mais alors deux bypolhfeses se pr6sentent : 

I* (a— a') est nul, sans qm (b' — b) le soil. La formule [2] donne : 

b'-b 
' 

ce qui ne signifle rien. Si Ton remonte k T^quation pour inter- 
preter ce r^sultat, on voit que, a' ^tant ^gal k a, il vient : 

ax-\'b = ax-\'b', 
ce qui ne pent avoir lieu, puisque b' n'est pas igel k b. 
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Done Equation est impossible; et fimpossibilite se manifeste^ dans 
laformuU,parlaforme,x='l. 

2* (a — a*) estnul, en mime temps que (b' — b). La formulede- 

vient, dans ce cas : ^"^ ' 

ce qui ne signiQe rien. Si I'on remonte h I'^quation, on voit 
qu'elle devient : ax+b^ax+b. 

Done f equation est satisfaite^ quel que soit z ; et IHnditerminalion 

se manifeste par la former x = -. 

Ainsi, une Equation da premier degr6 h una inconnue admet 
une solution unique et d^termin^e, ou elie n'en admet aucunei 
ou elle en admet une infinite. 



SH. Discussion complete des formules g^nSrales de resolution 
d'un syst^me de deux Equations k deux inconnues. 

214. Formules g^ni^rales. On sait (143) qu'un syst^me de 
deux Equations k deux inconnues x, y, peut toujours se rama- 
ner k la forme : ' 



ax+hy = c,\ 



Appliquons k ce syst^me Tune des m^thodes connues ; par 
exemple, la m^thode par addition et soustraction. Pour cela^ 
multiplions la premiere 6quation par b\ et la seconde par 6, et 
retranchons le second r^suUat du premier ; nous aurons : 

(a6' — W) a? = c5' — Sc/ ; d'oii a?= ./^^r , » 

Multiplions^ an contraire, la premiere Equation par a^ et la se- 
conde par 6', et retranchons le premier r^sullat du second; 
nous aurons : 

(al/—ba')y=ac'--ca'; d'oti y = ^f,,'Zll" 
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Ainsi, le syst^me [1] a pour solution ie syst^me : 

_ cV — bd ac^' — ca! j. - 

Les formules [2] sont les formules g6n6rales de la solution, 
.'lies ne sont legitimes qu'aulant que {ab* — ba!) n est pas 6gal h 
z^ro. On v^rifie ais6inent qu'elles satisfbnt aux Equations dans 
ce cas. 

215. RAgle pour composer les formules. On obtient facile- 
ment ces formules ^ Taide des remarques suiranles : 

1° Pour former le d^nominaleur commuu {aV— ba% on 6crit, 
Tune k la suite de Tautre, les deux permutations ab et ba des deux 
lettres a et 6, en les s6parant par le signe — , et en accentuant 
la dernifere leltre de chaque terme. 

2® Pour former le numi^rateur de la valeur de chaque incon- 
nue, on remplace, dans I'expression {aV — ba*), les coefficients 
qui, dans les Equations, multiplient celte inconnue, par le lerme 
tout connu de ['Equation correspondante. Ainsi, pour la valeur 
de Xy on remplace a et a' par c et c' : et, pour la valeur de y, on 
remplace b et V par c et c'. 

216. Marche a suivre pour la discussion des formules. 
Lorsque le binome {ab* — ba') n'est pas nul, les formules [2] ne 
donnent lieu k aucune difficult^; elles fournissent pour x et 
pour y des valeurs d6termin6es. Le systfeme [1] a une solution 
et une seule. II n'y a done k examiner que le cas oil ab* — ba* = 0. 

Nous supposerons d'abord que cette 6galit6 ait lieu, sans 

qu*aucun des coefficients a, 6, a*, V^ soit nul ; elle est alors £qui- 

valente k la buivante : 

a b 

laquelle exprime que les coefficients des deux inconnues^ dans les 
deux 4quxitionSf sont respectivement proportionnels. 

Nous examinerons ce que deviennent, dans cette hypolhfese, 
les formules [2] ; et nous chercherons k interpreter les rfesultats 
en remontant aux Equations [1]. 

217. Th^or^me I. Dans le cas oiiab* — ba' = 0, les numSra- 
teurs des valeurs [2] de xetdey sont nuls tous deux a la fois, ou ne 
sont nuls ni Pun ni Fautre, 



DES Equations du premier d£GR£. 155 

Pour le prouver, remarquons que la condition aV — hd = 0, 
ddnne : 

a 

done, si Ton d£signe par N« et N, les num^rateurs de x et de y. 
on a, en rempla^ant, dans N*, b' par sa valeur : 

a a a 

Or, (ca' — acf) est 6gal au num^rateur de y, change de signe; 
done : 

Gomme ( et a ne sont nuls ni Tun ni I'autre , on conclut de 1^ 
que si Ny est nul, N. Test aussi ; mais que, si N^ n'est pas nu), 
N« ne pent I'^tre non plus. G'est ce qu*il fallait d^montrer. 
II r6sulte de Ih, que les valeurs de x et iey se prdienfent a la 

foissous la forme -^ ou ala fofs sous la forme —. 

218. Th^or^me II. Dans lecasoii ab' — ba'=0, les deux eqm- 
tions [1] sofU incompatiblesy ou elles rentrent Fune dans t autre. 

Pour le prouTer, substituons k V sa valeur dans la seconde 
des Equations [1]; elle devient : 

a'X'\ y = c', ou aa'a;-j-6a'y=ac'. 

Mais, en multipliant la premiere des Equations [1] par of, on a : 

aa'a;-f ba'y = ca'. 

Ainsiy dans ce cas, les Equations [1] sont 6quivalentes k deux 
autres Equations qui ont le in£me premier membre, et dont les 
seconds membres sont acf et ca\ Si done ac^ et ca' ne sont pas 
'gaux, les deux Equations sont incompatibles; mais si ac^=sca', 
eties sont identiques. G'est ce qu'il fallait d^montrer. 

219. Consequences. l*Lorsque ac* n'est pas £gal k ca\ Ny n'est 
pas nul; et, par suite (217), Na, ne Test pas non plus. Done, 
lorsque les dev>x 6quations [I] sont incompatibles ^ lesformules [2] se 
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m 
prisenUnt Umtes deux sous la forme -^ • Cette forme est done le sym- 

bole de rimpossibiliU. . 

^ Lorsque ac'==ca'y N« est nnl, ainsi qae N, (2i7). Donc^ lors- 
que les iqtiations [1] rentrent Cune dans Vautre^ les formules [2] se 

presentent toutes deux sous la forme -• Cette forms est done le sym- 

bole de rindetermination. 

Un syst^oie de deux Equations k deux inconnoes admet done 
une solution unique et d^termin^e, ou bien il n'en admet au- 
cune, oa bien il en admet une inGnit^. Hais nous avons suppose, 
dans cette discussion, au'aucun des coefficients des inconnues 
n*est ^gal k z6ro ; il nous reste a examiner maintenant les cas 
particuliers oh quelques-uns d'entre eux seraient nuls, en m£me 
tem ps que (db' — 6a') . 

220. Gas ot l'un des coefficients est nul en m£me temps que 
(ab' — ka'). SupposoBS qu*on ait, k la fois, 

a5' — 6a'=0, b' = 0; 

il en risulte que 6a' = 0; done : ou a' = 0, ou 6=0. 
!• a' = 0, les formules [2J deviennent : 

— hn' ad 

x=^--^, y=-. 

Done, si <f n'est pas nul^ elles prennent toutes deux la forme ~: 

el, si (?'=0, elles prennent toutes deux la forme -r. Or les Aqua- 
tions deviennent alors : 

aX'\-by = c^ = d 

elles sont done incompatibles, dans le premier cas, puisque la 
seconde est absurde; et il n'en existe plus qu'une dans le se- 
cond cas , puisque la seconde est identique. Done, les formes 

•q ^^ Q> que prennent id les formiUes, sont encore le symbole, tune 

de pimpossibilitdf V autre de Vindetermination. 

2* Si 6 = 0, les formules deviennent : 

ac* — ca^ 
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done, si cd n'est pas 6gal k ac\ y se pr^sente sous la forme ~, 


tandis que x prend la forme -z. G'est une exception au thior&me 

(817). Or, dans ce cas, les Equations deyiennent : 

ax=c^ a'x=if; 

elles ne contiennent que Tinconnue x, et elles donnent : 

c c' , 

a a 

e c' 

mais -n'est pas 6gal k-^f puisque ca' n'est pas 6gal h ad\ done 

ks iquatians sant incompatibles ; et rimpossibiliti se manifeste id par 
ks formes simultanies -r et -r. 

Mais, si ac^=ca', les deux formules prennent la forme-; et 
les deux Equations se r^duisent h une seule : 

c c' 
a? = -* = -T. 
a a' 

CeUe equation dStermine la vakur de x, mais la vaUeur de j reste 
indeterminie, II y a done id une indetermination partielUf qui se 

manifeste par la forme -. On doit remarquer que cette forme af- 

fecte les deux formules, bien que la valeur de x soit parfaite- 
ment d^terminte. 

Cette parlie de la discussion comprend le cas oil les coeffi- 
cients des deux inconnues sont nuls dans une m&me Equation, 
I celui oh les coefficients d*une m^me inconnue sont nuls 
iaos les deux Equations. Nous n'avons plus k examiner que le 
< MS suivant. 

281, Gas oft, en m]6me temps que aft'— fta'=0, le coeffi- 
cient DE X DANS L'uNE DES EQUATIONS ET CELUI DE y DANS L' AUTRE 

^soNT ioAUx k z&RO. Supposous par exemple : 
' ay--6a' = 0, a=0, 6' = 0. 

nen r^sulte, que 6a' =0, c'est-i-dire que le second coefficient 
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[]c Tune des inconnues est nul aussi. Soit 6=0; alors les for- 
uiules deviennent : 

—ca!' 

^=0' ^ = -0"' 
el les Equations, 0=c, a'x=:c'. 

Si done ni e ni a' ne sont nuls, la premi&re Equation est ab- 
surde; el il y a impossibiliU, laqudU se manifeste par les formes 

simultarUes tt «^ -r-- 
0* 

Si c est nul, la premiere Equation est identique ; la seconde 

determine a;; ily a une inddtermination partielle^ laquelle se ma- 


nifeste par la forme-. 

Si a' est nul, Hy a impossibiiiU^YAexi gne les formules se pr6- 

sentent toutes deux sous la forme ^. 

222. Tableau DE la discussion. On peut risamer la discus- 
sion pr6c6dente dans le tableau suivant : 

I < I oi/ - ca'^0,« =£5jzi£! , y =^i:Llfi'; impossibilii*. 

toJ u. ay— 6a'=0 I on 

J I I ad-^calzzi o,a?= -, V =5; ind^terminalioa. 

|c'^0,«=-'^—,y = 2-. impossibility, 

a'=0< 



c' = 0,«=r, y = n> ind6tenninatioii . 

ae^ca' ^ 0,«=:? y = Sfjlfft' . impossibUiU. 

gya6'— 6af=0J "^^ « 

b'=0 \ / **^~^*' "^ ^'* ~ 3 ' J' =5 » ind6term"»^ parlielle. 



U 



U 

I P4 



S J i / c ^0,o'^0,«=^, y =""^'5 imrossibilit^. 

16'^]^ = ^' « = |;,y=?;indeterm«-partielle. 

a'= 0, »=2, y=: ?, impossibi-iti. 

225. Cas oilr c et c' sont nuls a la fois. En dehors des ca« 
que nous venons d'6tudier, on discute encore celui oulestermes 



J 



( 
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tout connus, c et c'y sontnuls k la fois. Les formules se prescn- 
tent sous la forme : 

_ . _ 

^"ab' — ba'* ^~ ao—ba'' 

Par coDsiquenty si aH/^-^hd D*est pas nul, on a: a;=0^y=0. 

Mais, si ah* — 6a' = 0, lesformules deviennent : 0? = -, l/=o* 

Pour interpreter ces r^suUats » remontons encore aux 6qua 
tions. Elles sont, dans ce eas : 

et elles peuvent s'6crire : 

b b' 

DonCy « - rles% point igal a — , , c'est-a-dire , si (ab' — ba') n'est pas 
a a 

nul, ces dquatians n*ont (T autre solution 9izex=0, y=o. Mais 

b b' 
51 - = — , c*est'a-direy si ab' — ba' = 0, les deux iquations renlrent 
a a 

Vune dans F autre; ily a indeterminationy laqueUe se manifcste par 
la forme ^. U faut remarquer que, dans ce dernier cos, le rapport 
des inconnues est ditermirU; car on a : 

? = — ^ = — - 
y a~~ a" 

S III. Discussion sommaire des formules g^n^rales de resolution 
d'un syst&me de trois Equations k trois inconnues. 

224. FoRMULES G^N^RALfis. Uue ^quation du premier degr6 k 
trois inconnues a?, y, z, iie peut renfermer que quatre esp^ces 
de termeSy savoir : des termes en x^ des termes en y, des termes 
en sty et des termes tout connus. Le sysl^me des trois Equations 
pourra done toujours se ramener k la forme ; 

a'a? + 6'y+Cif=*'. \ [l] 

€Fx+Vy+d'z=V. 
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EmployonSy ponr le risoudre, la m^thode de Bezout (184) ; 
multiplions la premiere Equation par X, la deuxi&me par V, et 
ajoutons membre k membre Ie3 produits et la troisiime : , 

{dk+a'W^a")x+{b\']'b'}! + h'^y+{cX + cr + c')z 

= *X+n' + r. [2] 

Posons ensuite : 

d'od nous tirons : 

cTA—ftV ., b(f—cb\ 
^— cb' — bcf ' " "" c6' — 6c' ' 

et, substituons ces valeurs dans I'^quation [1], nous trouvons, 
tous calculs faits : 

_ W(/'--kcV'+ckV—bkV+b(fk:'~cV]f 
^ — ab'd' — ad^' + ca'b" — 6aV'+ bc'ol'— cb'd' ' 

On Irouverail, par un proc^d6 analogue, les valeurs de y et 
de z. Mais il vaut mieux remarquer que si, dans la premi&re 
Equation, on change rr en y, y en j; et ir en ^, puis a en 6, 6 
en (? el c en a, cetle 6qualion devient \by-\-cz-\'ax^=h^ e'est- 
a dire qu'elle ne change pas. La nifeme observation s'applique 
aux deux autres. Par consequent , on aura y en faisant ces per- 
mutations dans la formule qui donne a:, et Ton aura z en les 
operant ensuite dans la valeur de y. On reconnait ainsi que le 
d^nominaleur ne change pas, et Ton trouve le systfeme de solu- 
tions : 

_ kVd' ~ kdb" + ckV — bkV + bcV — cbV 

^ — ab'd'—adb" + cM — bold' + bdd' — cb*d' ' 
_ ak'd''- adU'^- cdW — A;ay + kdd'-^cVd' 

ab'd'--adb" -^cdy —bdd' '\-bdd ^cb'd' f ^3] 
_ aVH'^ ak'b' + kdV- bdK'^ bk'd'— kb'a" 

^ - ai'd'^-ady + cdy^ hdd' + bdd'-- cb'd' 

Ces formulas ne sont legitimes que si le d^nominateur com- 
mun n'est pas nul. On v^rifie d*ailleurs ais^ment que, dans co 
cas, elles satisfont aux Equations [!]• 

22lt. Regle pour composer les formules. Pour former le d&- 
nominaleur commiln, on consid^re les deux penmutations ab et 
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ba ; on place dans chacune la lettre c successivement, k droile, 
au milieu et h gauche ; ce qui donne : 

abc, acbj cab, ii baCybca, cha. 

Puis on affecte la seconde letlre d'un accent, el la troisifeme de 
deux accents. Enfirj on donne alternativement les signes -f- et — 
aux diff^rents termes. On a ainsi : 

D = ah'cT — adl^ + ca V — ba'if + bc'cf — cb'oT 

On peut encore former le d^uominateur commun d'une autre 
mani^re. On remarque, en effel, qu*on peut TScrire : 

B:=a{b'cr—e'b")'}^b{c'(f—aV) + c{a'b''^b'ay, 

11 est done la somme des produits que Ton oblient, en muUi- 
pliant respectivement les coefficients a, 6, c de la premiere Equa- 
tion par les diff6rences {b'cf — c'6'0> (cW — a'cT), (aV—b'a"). On 
forme dTailleurs ces differences, en multipllani en croix les coef- 
ficients des deux autres Equations qui ne correspondent pas k la 
mdme inconnue que celui qu*on a choisi dans la premiere. Ainsi, 
les coefficients itant disposes comme il suit : 

a'. 6'. c\ \ 

a\ V, d\ 

on prend pour multiplicateur de a, (6V — c'b"), x ; on prend 

2 1 
2 1 

ensuite pour multiplicateur de 6, (c'a* — aV), x ; on prend 

1 2 
1 2 

enfin pour multiplicateur de c, {a*V — 6'a"), x . On doit re- 

3 1 

marquer avec soin, que la croix, formEe par les lignes qui rEuni-, 
raient les facteurs que Ton multiplie, doit 6(re composEe alterna- 
tivement dans des sens opposes, comme Tindiquent les figures. 
Lorsque le dEnominateur commun est forniE, on oblient le 
numErateur de chaque inconnue, en remplagant, dans ce deno- 
minateur, le coefficient de I'inconnue par le termc tout connu 
de TEquation correspondante, c'est-^-dire en substituant /c, fe', V^ 
i 0, a', a% s'il s'agit de a? ; i 6, 6', ft'', s'il s'agit de y, et k c, c\ <f , 
s'il s'agit de x. 

226. Discussion. Lorsque D n'cst pas nul, le syslEme a unc 
solution unique et dEterminEe^ fournie par les formules [3]. Oo 
Alg. B. I" Partie 11 
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n'a done k examiner que le cas oil D = 0. Or, T^qualion [2], ap- 
pliqu^e successivement k la determination des valeufs de Xj 
de y et de Xy donne : 

Da? = m, Dy=:n, Dz=p. 

Si done D = 0, c( qu^une au moins des quantitis m, n, p n« soil 
pas nulley Viquation eorrespondante est impossible, Le systhme est 

done impossible; et Vimpossibilit6 se manifeste par la forme -rr-, 

qu'affecte aw moins Vune des inconnues. 

Si, au conlraire, on a a lafois, D = 0, m = 0, n=0, p = o> 
les Equations sont satisfaites, quels que soient x, y, z; le systhme 

est inditerminiy et Vinditermination se manifeste par la forme -, 
commune aux trois inconnues, 

227. Gas ot les seconds membres des Equations [I] sont nuls. 
Examinons enfin le cas od les Equations propos^es ne conllen* 
nent aucun terme ind^pendant des inconnues : on pent les con- 
sid^rer alors comme ayant lieu entre les rapports des inconnues ; 
et il suffit, pour determiner ces rapports, d'avoir une Equation 

de moins qu'il n'y a dMnconnues. En effete si nous consid6rons 
les deux premieres Equations : 

ax -{-by +CZ =0, 
a'x^b'y-^c'z^O^ 

elles peuYent s*6crire de la manidre suivante : 

a-+bl = -c, 

z z 

X c'b — b'c 

z'" ab'-'ba" 

y __ a'c — (fa 
{z ab' — 6a'* 



( 



et Ton en d^duit : 



Si, maintenant, on complete le systfeme par la troisi^me Equa- 
tion, et qu'on y substitue Ji a; et y leurs valeurs en z^ tir6es des 



rapports -, -, on trouve : 



V 

% 



D5 = 0. 
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Done, si D n'est pas nuty il faut que Von ai^ : z = ; ef par suiH 
X = 0, y = 0. C'est la solution dans ce eas. 

Si D = 0, la derni^re Equation est v6riG6e, quel que soil z\ 
elle est une consequence des deux premieres :Uy a done indi- 

termination; et cette inditermination se manifeste par la forme - 

que prisentent les formules g6nirales; mais les rapports des incon- 
nues restent dSterminSs. 



$ lY. Discassion du probl^me des courriers. 

828. Probl&me. Nous terminerons ce chapitre par la reso- 
lution d'un probl^me dont la discussion r^sumera tout ce qui 
a 616 dit plus haut ; nous y trouverons une application remar- 
quable de la th6orie dqs quantit6s negatives, et nous y rencon- 
trerons aussi les difif^rents cas d'impossibilit6 et ^*ind6termina- 
tion dont nous avons parl6. 

Deux courriers M et M' parcourent une droite indifinie XX', dans 
le sens XX', avec des vitesses v et v' ; le courrier M passe en un 
point A de cette lignCj h heures avant que le courrier W ne passe 
en un autre point A'. La distance AA' = d. On demande le point de 
rencontre des deux courriers. 



W A R' A' R 



X' 



Le point de rencontre cherch6 pent fttre, soit en R it droite 
de A', soit en R' entre A et A', soit en R* ^ gauche de A ; sa posi- 
tion depend des nombres 'Oy v\dy h. II est done indispensable 
de dlstinguer plusieurs cas. 

220. !•» Cas. On suppose v>v', et d>vh. Comme le cour- 
rier M parcourl v kilometres k Theure, il parcourra vh kilo* 
mfetres en A heures ; par suite, lorsque M' sera en A', M sera k 
une distance vh du point A. Ainsi la condition d'>vh signifie 
qu*2i ce moment, M ne sera pas encore arriv6 en A'; il sera done 
eu arri^re de M'; or il va plus vite que lui, puisqu'on a v>>v'; 
done il le rejoindra h droite de A'. 

CeU pos6, soil R le point de rencontre : prenons pour in- 
€onnue la distance A'R = x. Le courrier H parcourt la distance 
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d I 3C * 

AR=d+x^ dans un temps ; le courrier M' parcourt la 

distance A'R = d;» dans le temps -;• Or, d'apr&s T^nonc^, 

M part de A, h heures ayant le moment oti M' part de A' ; done 
M met h heures de plus que M' pour panrenir au point R. Done 
on a r^quation : 

En risolvant cette Equation (on a soin de faire passer les termes 
inconnus dans le second membre, pour n'avoir pas k consid^rer 
des nombres n^gatifs), on trouve la formule : 

^ v^(d-vh) 

230. 2* Cas. On suppose ¥<▼*, d<vh. Dans ce cas, au mo- 
ment oil le courrier H' est en A'^ le courrier M a d6pass6 ce 
pointy puisque Ton a v^>>d; il est done alors en avant de M'; 
et comme il va moins vite que M', puisque ©<«', il sera rejoint 
par lui h droite de A'. Le point de rencontre est done dans la 
m^me region A'X^ que dans le cas pr6c6dent. U^quation du pro- 
bleme est done la mftme [1]. Mais, pour 6viler I'emploi des nom- 
bres n^gatifsi on r6soudra cette Equation en faisant passer les 
termes connus dans le second membre ; et Ton trouvera : 



__ v'(vh'''d ) 

~^~t . 

V — V 



x = -^. '-' [p] 



231. 3« Cas. On suppose ¥>?*, d<vh. Dans ce cas, le cour- 
rier M, au moment oii M' est en A', a d6pass6 ce point, puisque 
vW^d; mais il va plus vite que M' ; done la rencontre ne pent 
pas avoir lieu h droite de A'. On comprend , d'ailleurs, qu'elle a 
dti avoir lieu k gauche, avant T^poque consid6r6e, puisque les 
vitesses sont in^gales et la route ind^fmie. Mais alors deux cas 
sc pr^sentent : le point de rencontre est-il en R' entre A et A% 
ou en R" k gauche de A ? 

Supposons-le d'abord en R', et repr6sentons par x la distance 
A'R' : lii distance AR' sera 6gale k {d^x). Pour trouver, dans'ee 
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caSy r^quation du problime, on peut C0Dsid6rer le eourrier M 
conime partant du point A it un certain instant, et parcourani 

la distance AR' dans un temps ; au bout de ce temps, il 

rencontre le eourrier M', qui, partant alors de R', parcoiirl la 

distance R'A' dans un nouveau temps -y. Ainsi, lorsque ce der- 

nler arnve en A', il s'est 4coul6 un temps— ^^^^^ — | — -,,depuis 
que M est parti de A ; et T^quation est : 

d — X . X , ___ 

Supposons maintenant le point de rencontre en R'^. D^signons 
par X la distance A'R"; la distance AR"sera {x — d). On peut sup- 
poser ici que les deux courriers partent ensemble du point R''; 

le eourrier M arrive en A aprfes un temps , etle eourrier M' 

parvient en A' aprfes un temps -. Et comme, d'apr5s r6nonc6, 
W a employ^ h heures de plus que M, I'^quation est : 

. ^-.^^=:A. [3] 

Or on Yoit aisiment que les Equations [2] et [3], quoique 

oblenues par des raisonnements diff^rents , sont identiques ; 

d X 
car , en s6parant les termes - et - , elles deviennent toutes 

deux : 

d X . X . 

Ainsi, quand le point de rencontre est k gaucbe de A', sa posi- 
tion, quelle qu'elie soit, est fournie par T^quation [2J. 

Si Ton risout cette Equation, en ayant soin de laisser les termes 
inconnus dans le premier membre, on trouve : 

252. 4* Cas. On suppose v<v', d> vh. Dans ce cas, le eour- 
rier M n'est pas encore en A', quand le eourrier M' s'y trouve. 
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puisque v/i<d. Ainsi M est alors en arri^re de M' ; et comma i1 
va moins vite que lui, il ne le rejoindra pas k droite de A'. Mais, 
puisque les vitesses sont in^gales, la rencontre a dii avoir lieu h 
gauche. L'6qualion du probl^me est done encore l*6quation [2]. 
Seulement, pour la r^soudre, on fera passer les termes inconnus 
dans le second membre, et Ton trouvera la formule : 

255. Discussion. L'6qualion [1] et les formules [a] et [p] con- 
viennent aux cas oti le point de rencontre se trouve k droite dii 
point A'. Or les deux formules [«] et [p] ne different pas Tunc do 
Tautre, si Ton continue k admettre les conventions (41) ; cnr 
leurs num^rateurs sont 6gaux et de signes contraires, ainsi que 
leurs d^nominateurs. On pent done supprimer la formule [p] el 
ne consid^rer, pour les deux premiers cas, que la formule [a], 

L'^quation [2] et les formules [y] el [5] s'appliquent'aux cas 
oil le point de rencontre est ^gauche du point A'. Or ces deux 
formules sont aussi identiques, en vertu des conveutions [41]. 
Done on pent se contenter de la formule [y] pour les deux der- 
niers ras. 

D'un autre c6t6, Tdquation [2] ne difffere de T^qualion [1] que 
par le changement du signede x\ et les formules [a] el [rljayant 
des d^nominateurs 6gaux, et des num^rateurs 6gaux et de sij^nes 
conlraireSy donnent pour x^ en verlu des conventions (41), des 
valeurs 6gales et de signes contraires. 

Done V equation [1] etla formule [a], qui la risoiU^ s* applique- 
ront aux quatre cas^ pourvu que Von convvenne de porter a gauche 
de A! la longueur mesuree par la valeur de x , lorsque celle-ci sera 
nigative. 

254. Cas particuliers. Nous avons suppos6 jusqu'ici, qui! 
Ton a V ^ i;', d^vh, Examinons maintenant les cas ofi ces in^ga- 
lit^s se transforment en ^galit^s. 

!• Si d = vh, sans que v soit egal a V, la formule [a] donne : 
x=0\ c'est-k-dire que la distance du point de rencontre au 
point A' est nulle, ou que les deux courriers sont eiuemble en A'. 
On voit, h priori^ qu'il doit en ^tre ainsi : car, puisque vh=d, 
M arrive en A' en nl6me temps que M'; et, puisque les vitesses 
sont in^gales, ils ne sont ensemble qu*en ce point. 
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2* iSi V = y', sans que d soit igal d vb^ la formule [«] donne : 
0? = ^ ^ fiT^ * Celte forme est (213) Ic symbole de Fimpossibi- 

lit^. On doit done afOrmer que, dans ce cos^ les courriers ne s$ 
rencontreront jamais. C'est ce dont il est facile de se convaincre 
a priori; car, puisque d n'est pas ^gal k vh^ les courriers ne sont 
pas ensemble au point A'; et, puisqu'ils ont la m^me vitesse, la 
distance qui les s6pare est tou jours la m£me. 

3«Sir(ma,d/a/bw;v=v', d=vh, la formule [a] donne: a? =-. 

Gette forme est ordinairement le symbole de Tinddtermination. 
On pent done penser que, dans ce cos, les deux courriers sont tou- 
jours ensemble. Mais il faut le verifier a priori, et cela est facile; 
car, puisque d = vh^ ils sont ensemble au point A'; et, puisque 
leur Vitesse est la m6me, ils ne se s^pareront jamais. 

Ainsi, m^me dans les cas particuliers oti I'^quation ef la for- 
mule cessent d*exister, on pent donner aux symboles que Ton 
rencontre une interpretation qui fournit la solution veritable. 

255. Nous ne pousserons pas plus loin la discussion de ce 
probl^me ; nous en avons dit assez pour indiquer la marche k 
suivre. Nous engageons le lecteur a faire d'autres hypotheses : 
par exemple, k supposer que k courrierM! marche de X'vers X, 
ou que le courrier M passe en A, h heures apr^s que le cour- 
rier M' est passfe en A'. En conslruisant directement, pour cha- 
cune de ces hypotheses, lYquation et la formule qui la r^sout, 
il trouvera toujours que requation [1] et la formule [a] sont ap- 
plicables, pourvu qn*il regarde comme negatives les grandeurs 
dont il aura change le sens. 

exehcices. 

I. Quelle relation faut-il supposer entre A, B, A', B'^ pour que rezpression, 

Ax -I- Ti 

■ 2> , p; > ait une Taleur ind^pendante de «T 

A B 
U fout que Ton ait : -r-, =-. ou bien B=0, B'=0. 

A D 

II. Quellea relations faut-il supposer entre A, B, C, A', B', C, pour que I'ez^ 
pression, ., T^, . r.# > ait une valeur ind^pendante & la fois de « et de y 
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D Cmt que Toil ait ; P~B' ^C'* 

On demande encore, ri rezpression peat ^tre ind^pendanta de »f sans 1 k\it 
de y. Non. 

HL TrouYcr one progresrion par difference, dans laquelle 11 eziste un rapport 
constant entre la somme des x premiers termes , et la somme des kx termes sai- 
▼ants; k 6tant donne, et x pouyant prendre toutes les valeurs enti^res. 

11 7 a une infinite de progressions qui r^pondent k la question. Ce sont celles 
doDt la raison est double du premier tenne. 

lY. Discnter les formules de rtelution de tiois Equations k trois inccnnnes. 
On distinguera les cas suiyants : 

1* Les deux premieres Equations peuvent 6tre incompatiblet^ quelle que soit 
la troisieme. 

On trouvera, pour cela^ les conditions : -7=r7=p, et M^ — l^&'^Q. 

T Les deux premieres peuvent 6tre incompatibles avec la troisieme. 
11 laudra^ pour cela, que le d^DonuDateur commun soit nul, et que le num^- 
rateur d'une des inconnues ne le soit pas. 
3* Les deux premieres Equations peuvent rentrer Tune dans Tautre. 

n ikudra, pour cela, que Ton ait : -7 =p = -7= p. 

4* La troisieme peut rentrer dans les autres 

H fant, pour cela, que le d^nominatenr commun soit nul, ainsi que le nnm^- 
nteur d*une des inconnues. 

V. Determiner les conditions n^ceasaires et suffisantes, poor que le problems 
do n« 190, relatif k des r^rvoirs qui sont remplis par des robinets et par U 
phiie^ devienne impossible on inddlermini. On rendra compte, d ffriori, de rim- 
possibilit^ on de rind^termination. 

On trouv«» que la condition d'impossibilit^ est -7=-; et que Af en outre, on 
a : vf^t*^\fttf le probldme est ind^termin^. 

VI. Si I'on consid^re les Equations : 

Jaaj+&y=c, rji 

]a!x-\-Vyz=z<f, ^^ 

tfqueronpo«i: ' }*"'*il?^ P] 

on obtient^ par cette substitution, deux Equations en I et en if. On propose de v^ri' 
fier, que le d6nominateur des valeurs de i et de u, qu'on en ddduit, est le produit' 
des d^nominateurs que Ton trouve, en r^solvant les Equations [1] par rapport 
i « et & y, et les Equations f2] par rapport 2L ( et iL «. 
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Ylf . Mtoie question pour les Equations : 

a« +&y -hex =* , 

i^a'l + p'u-hA- 
' Ces deux exercieet n'offrent que de simples y^rifications de mIcuI. 
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LIVRE III. 

PES EQUATIONS DU SECOND DEGRA. 



CHAPITRE I. 

DES EQUATIONS DU SECOND DEGDE A UNE INCONNUE. 

256. Forme giSn^rale d'une £qu/ltion 1 une inconnue. Une 
Equation k une inconnue x est du second degr^, lorsque ses 
deux membres, 6lant entlers en a?, contiennent le carr6 de I'in- 
connue, el n'en contiennent pas une puissance sup6rieure. Cette 
Equation ne pent done renfermer que trois sortes de termes : 
savoir, des termes qui contiennent le carr6 de a?, des termes qui 
contiennent sa premiere puissance, et des termes ind^pendants. 
Par consequent, si Ton fait passer tons les termes dans le pre- 
mier membre, et que Ton r^unlsse en un seul tous les termes 
en cfy en un seul tous les termes en x, et en un seul tous les 
termes connus, r6quation prend la forme ginerale^ 

ax'^']-.bx-{'C=0; 

a, 6, c etant des nombres donnas qui peuvent 6tre positifs ou 
n^gatifs. Par exemple, r^quation, 

2 , x^ o , 2aj* 26a? 
5^ 9 ^3 15' 

se transforme successivement en les Equations suivantes : 

9 3 ^ ^ 15 5 * 

5a?*— 30a?* + 135a?+78^— 360— 18=0, 
— 25a;"+ 2l3a? — 378=0, 
25a?*— 213a? + 378 = 0. 

Les solutions de T^quation du second degr£ se nomment ses 
racines. 



DES £QUATI0NS DU SECOND DEGR£. 171 

Le coefficient a ne peut pas 6tre nul; car T^quation cesserait 
d'etre du second degr6; mais les coefficients 6 et c peuvent^tre 
igaux k z6ro. L'^quation prend aloi^ Tune des formes : 

On dit> dans ce cas, qu'elle est incomplete. 

. S I. Resolution do T^uation du second degr^ 

257. Cas ou l'^quation est de la forme aa?*+ c=0.Lorsque 
r^quation du second degr£ se pr^sente sous la forme, 

ap*+c=0, [1] 

on peut la consid^rer comme une Equation du premier degr6 
dont I'inconnue serait o^ ; et Ton en tire : 

a 

/• 

Si done est un nombre positif. ce nombre est le carr6 de 

a 

ft 

I'inconnue. La valeur de x est done la racine carr^e de ; 

a 

ety comme cette racine (96) a deux valeurs 6gales et de signes 

contrairesy on a detix solutions ; . 



=+V-]. ^=-\/-|- 



[2] 



Sij aucantraire, est nigatif, il n'y a pas de nombre positjf 

ou nigatif, dont ce nombre soit le carr6 (96). L' Equation [1] n'a 
done pas de solution. Gependant on ditalors, qu*elleadeuxracines 
imaginaireSy repr^senttes paries formules [2]. 

2S8. Gas ou l'^quation est de la forme oa?' -{-bx^O. Lors- 

que le terme ind^pendant de w est nul, I'^quation se or^sente 

sous la forme : 

aa?*+6a?=0; [1] 

on peut alors mettre x en facteur, et £crire : 

br» pour qu'un produit de deux facteurs soit nul, il faut et il 
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sufHt que Tun des deux facteurs soit nul. On aura done toutes 
les solutions de T^quation, en posant : 

a?=0, ax-|-fr=0, 
Equations du premier degr^, dont les solutions sont : 

a?'==0, a?"=— -. [2] 

Ainsi, r Equation a deux racines, dont fibne est toujours nidle, 

259. RESOLUTION del'Equation complIite. Gonsid^rons main- 
tenanl T^quation complete, 

ax^-^bx+cszO. [1] 

Pour la r^soudre, on cherche h la ramener h la forme [1] da 
n* 257, danslaquelle le premier membre est un carr6 contenant 
rinconnue, et le second est tout connu. A cet effef, on mulliplie 
les deux membrespar4a(ce quiestpermis (122), puisquean'est 
pas nul); puis on fait passer kac dans le second membre, etFon 
obtient I'^quation ^quivalente : 

On reconnatt alors sans peine, que le premier membre se com- 
pose des deux premiers termes du carr6 de {2aa?4-^), etqu'il 
ue manque que 6' pour completer ce carr6. Si done on ajoute 
6* aux deux membres, T^qualion devient : 

4a*aj' -j- kqbx -{- 6* = 6* — kac, ou {2ax + by = &• — kac. 

Elle a ainsi la forme cherch6e : (6*— 4ac) est Iecarr6de {2ax+b). 
Si done (6*— '4ac) est positif, la valeur de (2aa?+6) sera la racine 
carr6e de ce nombre; el comme cette racine a deux valeurs 
6g*ales et de signes contraires, on aura indifF^remment : 



2air+6=+V^^^ — kO'^9 2aa?+^= — ^b* — kac; 
Equations du premier degr6, d'ou Ton tirera : 



,_ —b + \/b^- k ac, ■ __ — h—yjb'^'- kac • 
^- 2^ ^~ ^ • 

L*iqiiaiion a done deux solutions. On indique, en g^niral, cette 
double valeur, en 6crivant de la mani6re suivante : 



^ —b±:s/b^- kac 

^= ^^ ; [2] 
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'onsous-entend, que + y/^' — 4 ac reprfesente la valeur positive 
du radical, et que — ^b* — kac repr^sente sa valour negative. 

Siy aucontraire^ la quantiU (b* — 4ac) est nigativdj v/6* — kac 
ne reprtsente, d'aprfes nos conventions, aucun nombre posilif 
ou n6gatif ; et V6quation proposie n'admct aucune solution, Ccpen- 
daut on dit alors, qu'e^ a deuxracines imaginaires^ representees 
par la formula [2]. 

II povrraU arriver ^ue (h* — 4ac) fUt igal a z6ro; dans ce cas, 

les deux valeurs de ^b^ — kac se rdduisenti z6ro; T^quation de- 
vient : (2{m?-|-^)'=0, et les racines deviennent, I'uneetrautre: 

ap = — —.L^iquatian n^admet done qu*une solution* On dit ce- 

pendant encore, qu'e^^ a deux racines , maisqu^ellessont ^ales. 

240. Une Equation du deuxi^me degr^ a toujouks deux 
RACINES. fin resume, on voit qu'une Equation du second degr^ 
admet quelquefois deux solutions, quelqnefois une seule; et 
quelquefois enfin, elle n*en admet aucune. On dit cependant, 
qu'elle en admet toujours deux, qui peuvent 6tre r^elles et dif- 
f^rentes, r^elles et ^gales, ou Imaginaires. U pent sembler 
pu^ril, au premier abord^dechoisir ainsi une forme d^tournee, 
pour afflrmer/dans tons les ens, Texistence de deux racines, qui 
n'en existent pas pour cela davantage.Ges locutions et Tintro- 
duction dans les calculs des nombres imaginaires sont cepcndant 
une consequence de Tesprit de generalisation qui regne en al- 
g^bre. II serait impossible, en effet, d'operer sur des expres- 
sions littdrales, si la forme des resuUats cbangeait avec la valeur 
numerique des lettres. II faudrait, h chaque instant, diviser et 
subdiipiser les question^, pour obtenir les formules correspon- 
dantes k telle ou telle hypothese. L'adoption des nombres nega- 
tifs et imaginaires a pour but d'eviter cat inconvenient: Dans 
une question parliculifere, Tintroduction de ces nombres n'au- 
rait aucune utilite; mais dans reiude generate d'une classe de 
questions, ils permettent d'exprimer el de demontrer, en une 
fois, des regies et des resultats qui exigeraient, sanscela, des de- 
monstrations et des formules distinctes. 

241. DfeNiTiON DE l'expression imaginaire. Ondesigne, en 
general, sous le nom d*expression imaginaire^ la racinc carree 
d'un nombre negatif. II ne faul allacher h cette locution aucune 
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id^e relative & la mesiire des grandeurs. Una expression imagi- 
naire, semblable en ceia k un nombre n6galif, ne repr6senlc 
aucune grandeur. Mais, de m6me que les operations faites sur 
les nombres n^gatifs, les operations relatives aux expressions 
imaginaires resolvent conventionnellement un sens, et devien- 
nent un moyen pr^cieux de generalisation. 

La premiere de ces conventions consisUy en ceque le carri de F ex- 
pression^ — A est — A. 

Pour difinir les autres opirations, onconvient (Pappliquer aitx ex- 
pressions imaginaires toutes lesrhgles dimontries giniralement pour 
les quantitis rielles, (On donne le nom de riels aux nombres po- 
silifs ct negatifs). 

242. Forme des racines ibiaginairss de l*equation du se- 
cond DEGR^. Les racines imaginaires de TeqUation du second 
degre sonty d'apres ce qui precede, des expressions de la forme 

A + ^ — B, B representant un nombre positif. Si Ton designe 
par b la racine carree de ce nombre, de telle sorte que Ton ait, 
B=&*, Texpression imaginaire, qui represente la racine, de- 

vient A + v^—^S ou A + v^6'X( — !)• Puisque Ton convient 
d'appliquer aux operations relatives aux expressions imaginai^ 
res toutes les regies demontrees generalement pour les nombres 
reels, on fera sortir le facteur 6* hors du radical, comme s'il 
s'agissait de la racine carree d*un produit positif; et Ton ecrira 
Texpression ainsi : 

A+V^^. 

* 

D'apres cela, v/— 1 sera le seul facteur imaginaire, qui entrera 
dans une expression imaginaire. On le definira, en disant qu*il a 
pour carre — 1. 

En general, comme nous Tavons dit, les regies demontrees 
pour les nombres reels serviront de definition, dans ce cas nou- 
veau, aux operations qui, sans cela, n'auraient aucun sens. 

245. RfeGLE.Laformule[2] fournil, dans tons les cas, les ra- 
cines de lYquatlon [l].EIIemontreque,potir lesobtenir, onprend 
le coefficient de x, aprts avoir changi son signe; on lui ojoule et 
fori en retranche sdpariment la racine carrie du nombre formS, en 
soustrayantdu carri dece coefficient le quadruple produit du coef- 
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fickfU de X* parle terme indSpendant; puis ondivise le risultatparle 
double du coefficient de x*. 

244. SiMPUFiCATioN. II arrive quelquefois, que cette formule 
et la rfegle qu'elle exprime se simpliflent l^g&rement. 

1* Souvent le coefficient de x^ est 6gal k Tunit^ ; on pent tou- 
jours, d*ailleurs, amener cette circonstance, en divisantles deux 
membres par a. L'^qualion prend alors la forme : 

a?'\'px+q = 0. . [3] 

On peutl*6soudre directement cette Equation, en faisant passer q 

dans le second membre, puis en ajoutant^auxdeux membres, 

et en extrayant les racines des r^sultats, comme on Fa fait au 
n*" 259. Hais il est plus simple de d^duire la nouvelle formule 
de la formule [2], en y faisant a=l, b==p, c=g; elle devient : 



^- 2 ' 

oUy en efiectuant la division du radical par 2, 

II faut savoir par coeur la formule, sous cette derni^re forme, 
etl'employer toutes les fois que a=l. Elle montre que, pour 
risoudre r^uation [3], il faut prendre la moitU du coeffi^^ient de x 
changi de signe^ puis ajouter et retrancher sv,ccessivement la rdcine 
Carrie du nombre qu^on obtient en soustrayant du car re de cette 
moitii le terme tout connu. 

2* II peut arriver que le coefficient b iex soit pair. Si Ton met* 
lefacteur2 en Evidence, en posant& = 2^, I'^quation [1] prend 
la forme : 

ax'+^kxJi-c^O. [5] 

On pourrait encore r6soudre directement cette Equation par 
la m^thode (259). Toutefois on multiplierait seulement les 
deux membres par a, et Ton formerait dans le premier le carr6 
ieiax+k). Mais il est plus simple de faire Thypolbfese ft= 2* 
dans la formule [2] ; elle devient : 



— ^kdzy/kk^ — kac 
x= 7———; 
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oil, en divisant les deux termes par 8, 



■ II 



»= -^ -. [6J 

Aiusi, powr trouver les racines dans ce cos, il fay,t prendre la 
moitU du coefficient de x changi de signe, ajouter et retrancher la 
racine carrie du nombre qu'on obtient en retranchant du carri de 
cette moitie Uproduitdu coefficient de x^par le terme independantj 
et diviser le risultat par le coefficient de x^. II ne faut jamais se 
dispenser de faire cette simplification, quand elle se pr^scnte. 

24^. Applications. 1" Soit l*6quation : «» — 7» + 10=0i 
on aura : 

r ~2~2-*- 

2" Soit l'6quation : 3x» + 14fl?--440=Oi 
on trouve : 

— 7±\/49H-3.440 —7±vl369 — 7±37 



»=' 



».=z:2±H=io, 



«"= 



— 7 — 37 _ 44 

3 ""■"¥' 



3* Soit r Equation : , 7a5* — 13* + 3 = 0; 
on a: 

14 * 
._13-x/85 

^ iT"* 

4» Soit Equation : «* — 6* + 9 = ; 

on a (racines 6gales) : af = 3±v^9 — 9«=3; j^Zo' 

5* Soit I'^quation : 2a?» — 1 Ix + 20 =0; 
on a (racines imaginaires) : 

(^^ 11+V39V^ 
^_. 11±>^1;21— 4.2.20 _ lld-v/^Il39 , ] 4 

(*^- 4 

€• Soit I'equation litterale : ^^±^+i±^==%^l. 

X — a X — b b a 
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On chasse d'abord les dinominateun ; puis on transpose, et Ton rdduit les 
tennes semblables ; et Ton trouve : * 

(a— 6)««»— (a»+>«) (a+6)»+<»&(a+&)»=:0.' 

^,. ^ (a'+y)(a+6)=bv^(a»+b')Ma + <>)'~4a6((»-i-b)Ma-6)»| 
^^^ * l(a-d)» ' 

(a + b) { a>+ 5«ifc v'(a— 6)* + 4o»6M 
' 2(a— b)* 

S n. Discussion des formules. 

246. Gas ot les racines sont r^elles et inj^gales. On a vu 
que, lorsque (6* — kac) est positif, r^quatlon [1] a denx racines 
rtelles et difKrentes : 



— b — \/b* — kac „ — b-^y/b* — kac 

t,a ' 2a 

On pent admettre que a est positif ; car s'il ne T^tait pas, on 
changerait les signes de tons les termes, et on le rendrait ainsi 
plus grand que z6ro. Le dtoominateur des deux racines est 
done positif; et ces racines ont le signe de leur num^rateur. 

Or e pent felre positif, nul ou n6galif. St c est positif ^ (6*— 4ac) 

est plus petit que 5'; et par suite ^b^ — kac est plus petit que la 
valeur absolue de b : done c'est le terme — b qui donne son 
signe auz num6rateurs : done, dans ce cas. Us deux racines oru 
k mime signe ^ qui est celui de — b. Sic est nSgatif, (6* — kac) est 
plus grand que l^; le radical est done plus grand que la valeur 
absolue de la quantite qui le pr^c&de, et il donne son signe aux 
num^rateurs : le^ deux racines sont done de signes contraires; et 
la plus grande, en valeur absolue, est a/, si b est positif, et af^ si 

h est n^gatif. Dans k cas particulier oA c=0, ^b* — kac est 6gal 
k la valeur absolue de b : par suite, x'= — , et a?"=0, si b est 

positif; a/=0, af = j sih est nigatif. 

a 

247. Gas od les racines sont r^elles et ]£gales. Lorsque 
(b*— 4ac)=0,on salt que les deux racines sont 6gales, Tune et 

Tautre^ h — ^ : elles ont done un signe contraire i celui de b. 

Alg. B. I^^ Part£b. » 12 
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On pent remarqwer qwe, dans ce cas, riqnation g^nfirale [1] 
peut s'^crire : 

Son premier memhre est un carri par fatty multipliS par a. 

248. .Cas o6 les racines sont imaginaires. Lorsque (b*— 4ac) 
est nigatif^ on sail que les racines sont imaginaires; et, en po- 

sant, — — =«, et^^^ — =p, elles deviennent : 

Le premier membre de T^quation peut, dans ce cas, se mettre 
sous une forme particuli^re, tr^s-utile k connattre« En effet, on 
a 6videmment : 

Or les trois piremiers termes, dans ia parenth&M, cofoposent le 
carr6 de (^+ o") ; et les deux derniers se r^duisent k — t^'* 
Done r^quatioQ peut s^^rire : 






Mais — r--|— est un nombre positif, que Ton peut regardcr 
comme le carr6 de sa racine carr^e. Done on pent 6crlre 

Ainsi le premier memhre est le produit para, de la somme des carrii 
de deux expressions rielles. 

Gette forme monlre bien pourquoi r^quation, dans ce cas, 
n'admet aucune solution : car il n'est pas de nombre posillf ou 
n^gatif, qui, subslitu^ k x dans le premier membre» puisse Tan- 
fluTer. 

249. Tableau DE LA DISCUSSION. La discussion (prte^ente esl 
r^sumiSe dans le tableau suivant : 
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!.. r6<0, dftux racines poattimi, 
^ ![6>0, deux racines nigalives. 
c=0 [ une racine nuUe, nne racine = =. 
c<0 { deux radnes de signes diff£rents. 

6*— 4ac=0. I 

] , ^ ^ tie premier memkre est 
2 racines rtellesetja?=af=--: ^ un ^arr6 par&ii. 

£gales. \ 

6*— 4a<?<0. ja/=a— pv^^^ |le premier membre est 
2rac.imaginaires. ja?*'=a+ pv^^' | te sommc de t carrfes. 

280. Rekabque. 1* Lorsque a et c sont de signes diff^rents, 
les racines sont toujours r^elles: car (6* — kac) est alors une 
somme, toujours positive. 

2* Pour que les racines soient £gaks et de signes contraires, 
il faut et il suffit que I'on ait : b=0. En e£Eet,.si a et —m soot 
les deux racines, on doit avoir h la fois : 

aa*+6a+c=0, 



raa' + Da + C = 0, 



d'od Ton tire par soustraction : 

25a = 0, 

00, puisque « n'est pas nul^ 

6 = 0. 

La condition , d'ailleurs, est ividemment sufGsante. 

,S.in..PT0kpri6life dfis .racines. 

281. Tfi^RiufS L La wmmt des radices de riquaiion du secojnd 
degri^t i^le au quatknt^changi de signe,' ducoef/hiorade x dn>it6 
par h coefficient de x*. 

En effet» si4*on additionne les formiiles [2] du n* 259, on a : 

982. Th^orIeme H. Le produit des racines est egal au quotiera 
du terme. cQn»u^ diwifor k £O0(fieiM .dc x^ 
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En effet, mullipliant les formules [2] Tune par Tautre, on a : 



,^ (^h—s/b^^kncH-^b+y/b^— kac) fc>— (b«— 4oc) 

ou afaf=^* [2] 

a 

2SS. Remarque. Ges deux th^orfemes peuvent se d^montrer 
i priori. Car, dire que of eiaf sont les raciues de T^quation 

c'est dire qu*on a les identit^s : 

raa?'*+te' + c = 0, 
[aocf^+baf+c^O; 

or, on en tire par soustraction : 

ct , en divisant par {x' — aTjj 

a(a?'+a?^) + 6 = 0; 

done: a/+a;*=— •. [i] 

Si I'on remplaee b par — a(a;'-}'^ ^^^^ ^^ premiere des iden- 
tit^s pr£c^dentes, il vient : 

ax'*—a{x' + x'^x'+e = 0; 
d'o6 x'xr=^. [2] 

Ges deyx propositions sont fort importantes; leurs applica- 
tions sont nombreuses. Nous en indiquerons quelques-uues. 

.234. DECOMPOSITION DU PREMIER MEMBRE DE L'^QUATION DU 

SECOND degrE en*facteurs DU PREMIER DSGRi. Si o/ et 0^ d^si- 
gnent les racines de I'^quation 

aa;'+6a? + c = 0, [11 

on a (253) : 

X "t" X ^^ ""^ ~ • X OCT — — "• 

' a . a 

Si Ton divise les deux membres de T^quation [l] par a, et que 
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b c 
Ton remplace - et - par les valeurs pr6c6denles, son premier 

membre devient : 

ou, comme il est facile de le viriGer, 

(x^x'){x — a/^. 

Ainsi, le premier membre (Tune iquation du second degri^ mise sous 

la forme 

m I b . c ^ 

'a 'a 

est le produU de deux binomes du premier degri^ igaux i I'excis 
de X sur chacune des racines. 
Si r^quation propos^e est deja forme: 

aa?* + 6a? + c = 0, 

c*est seulement aprto Tavoir divis^e par a, que Ton peut lui ap- 
pliquer le r^sultat pr^c^dent; et, par suite, avant celte divisiou, 
k premier membre est igal a 

a{x^oi/){x — af'). 

28S. DECOMPOSITION d'un trinome du second degr^ en fac- 
TEURs DU PREMIER DEGR^. Le th^of^me qui pr^c^de s*applique 
immMiatement k la decomposition du trinome du second degr6: 
mais il peut se d^montrer directement d'une autre mani&re. 

Gonsidirons, en efiet , le trinome 

OD a identiquement : 

—A par I'expression identiquement 

^ale, 



-WB- 



4o* a. 



et, par celte substitution, Texpression [1] devient le produit Ac 
par la difference de deux carr6s, savoir : 

'•(('^+^y-(v/5-l)!- 



^ I 




|«9 LITRK in. 

Or, on salt que la difiC&rence de deuxcarr£s est£gale au prodiut 
de la somme des racines par leur difference; et, par suite, 
rexpression pr6cMente» 6quivalente k cw?* + 6a? -{■ ^> P^ut 8*^ 
crire : 

4+k-v/5DK-«+ 

on 9 ce qui rerient au mfime, 

ct fon reconnatr Tevpression trouTto plus faaut , 

Cette formule, quelle que soif la manl^re dont on I'^tablisse, 
s'applique 6videmment au cas oh rx/ ei of sont imaginaires 
(941); mais, damsce cas, les deux fsicteurs {x — af)^ ^ — sc^, 
tt'ont auctme valeur arlthm^tique, et nous n'aurons pds oeea- 
sion d'en faire usage. 

On nomme ordinairement rek;indc d'un trinome aci^-\-bX'\'C, 
les'nombres qui, substitu^s k x^ le r6duisent k z6ro, c'est-k-dire 
les racines de I'^quation 

ar*4-6ar-f <=:0. 

Par consequent, pout dScomposer le trinome en facteurs du pre- 
mier degri^ on dStermine ses racines^ on retranche chacune delks 
de Xy et I'on multiplie par a le produit des differences. 

25G. Probl&me. Les propri^t^s du n"* 253 foumissent imm^ 
diatement I'^quation du second degr6, qui permet de rteoudre 
le problfeme suivant: Trouver deux nombreSy connaissant leur 
strnme et leur produit. 

Solent, en efTet, S la somme de deux nombres, et P leur pro- 
duit; ces deux nombres sont les racines de F^quatiou 

re*— Sa? + P = 0; 

car la somme de ces racines est S, et leur produit est P. 

II i!St facile, d'ailleurs, dedonner k P^quation une forme qui 

montre, h priori j la.raison de ce fait; on pent, en eflfet, T^crire 

ainsi 

Pss&p — a?*, ou P=4p(S — a?); 
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el Ven, voit c{ae, r^soitdre cette iquatiem, c^^eBt treuter deux 
D0i3»brefi X ei S — «, dost le prodiiiit 3oitP> et dMt la fiomme 
a?+S— a? soit 6gale h S. 

§87. DfTRRMRfATrOW, A PRIORI, DES SIGKES DES RACINES. LeS 

relations, qui donnent la ftomcne et le produit des deux raciqcs 
(255), permettent de determiner leurs signes, sans r^soudre 
r^quation. 

On Yoity en effete, d*apr6s le signe de leur produU -, si le^ 

premier cas, le signe de la somme — ^ - apprendra si elles 

sont toutes deux positives, ou toutes deux negatives. Dans le 
second cas, Fune est po«ilfve et Tautre negative; et le signe 

de {ait connallire le sagnfi de celle doat Id ^aleur absolue 

est la plus grande. Ainsi les racines de l-^quation 

0?*— 3a? — 4=0 

sont de signes contraires, car leur produit est — 4; et la plus 
grande est posilive^ car leur somme est positive et 6gale k 3. 

288. Remarque. Avant d'appHqmr les regies pricedentes, il faut 
^assurer que les racines sont rMles, Si Foji.CQQsidere, par exeoi^ 

pie, r^quation 

a?*— 3ic+10 = 0, 

4 

on serait conduit (283) a regarder les racines conume loutes 
deux positives; car leur produit 10 est posilif, ainsi que leur 
somme 3. Mais I'expression (6* — kar) 6tant ici 6gale k — 31, les 
raciues soni imaginaires. 

230. ProblI:me. Le th6or6me de Tarticle 288, dont on fait, 
du reste, un usage continuel en analyse, permet de r6soudre 
imm^diatement la question suivante : former une Equation du 
second dsgr^y dont ks racines soient des nombres donn^ « et p, 
L'equalion demand^e est ^videmment : 

(a?— a)(a?— p) = 0, ou a?*— (a+p)a:+ap=0; 

et Ton apergoit d'ailleurs, it priori^ que le premier membre 
{X — a) (a? — p) ^'annule pour iC^a et pour x^^Oa voit aussi 
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que le coefficient de x est 6gal h la somme des racines, prises en 
signe contraire, et que le terme tout connu est 6gal au produil 
des racines. 

ExEMPLis i 1* Quelle est Viquation du second degri, doni lee raeines sont : 

a + vTeta- V3T 

Labomme t + >/r+2--v^=4, 

etleproduit (J + v^) (2— v^) = 4— 3=1; 

r^quation demand^e est, par consequent, ff*~4x + 1 =:0. 
%• L'^quation du second degr^ dont les racines sont (a 4-6) et (a— b), est : 

• »» — 2fl«+a«— 6«=:0. 

S IV. Examen d*im caspartieulier remarquable. 

260. Cas ou a= 0. Lorsque, dans I'iquation (ia?*+te-f-^=0, 
on suppose que a prend la valeur z^ro, les formules 



deviennent : 



2a ' 2a 



6-^ -e,+v/^ 

* 

c*est-i-dire, si b est positif, 

a^==lL^ 0^ = 2; 

0' 

et, si b est n^gatif, 

-I - —26 

'*' 0' 

Ainsi Tune des racines se pr^sente sous la forme ind^termin^e, 
et Tautre sous la forme infinie. D'un autre cdt^, T^quation pro- 
pose devient : ' 

6a?+c=0; 

elle est alors du premier degr6, et elle n'admet qu'une solu- 
tion : 

c 



Les formules g^n£rales scmblent done, dans ce cas, en d£faut. 
Remarquons d'abord que, si r^ellement il en 6tait ainsi, il 
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i)'en faudrait rien conclure contre les raisonnemeuts qui y ont 
conduit; carces raisonnemeuts supposent express6ment (259), 
que a ne soit pas nul. 

Gependant les valeurs de a/ et de jf satisfaisant & T^quation 
propos^e, quel que soit a, lorsque a tend vers zkro^ Tune d'elles 
doit approcher de la solution de Tequation 

to-j-c = 0. 

Et e'est ividemment, comme nous iallons le T^rifier, celle qui 

se prfeente sous la forme -• Gonsid^^rons, en effet, pour fixer 

les id£es, le cas oil h est positif. On a : 



jr= • 

2a 

Multiplions les deux termes de cette fraction par Texpression 

— b^^b^ — 4ac, qui ne devient pas nulle pour a = 0; nous 
aurons : 

^_ (— &+ y/b*—kac){—b—)/b*^kac) . 

"" 2o (— 6 — )/b^ — kac) 

en efTectuant la multiplication indiqufe au numirateur, oil Ton 
remarque que Ton a le produit de la somme de deux nombres 

( — 6+v^6" — kac) par leur difKrence ( — 6— y^fr" — 4ac), il vient : 

6* — V-^-kac kac 



af= 



2a (—6— v^6»— kac) 2a (— 6 — v/6* — 4ac) 
2c 



— ft— V^6*--4ac' 

et» sous cette forme, il est Evident que, a tendant vers z6ro, a:^' 

s'approche de la valeur — oi ou — -r. 

Quant il la valeur de x^, elle augmente ^videmment sans 
limite quand a diminue, puisque le num^rateur tend vers — 26, 
tandis que le d^nominatcur tend vers z6ro. 

S y. R^lution de T^uation ii«> + ^«+ ^ » 0, quand a esttrto-petit. 

S6I. Grandeur des raqnes. Lorsque a est tr^-petit^ par rap-^ 
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port d b e< d c,. funifi des racines difftre peu de — r , et rautre est 

extrimement grande. Gette proposition Hmlie 6videmment de 

c 
ce que, lorsque a tend vers z^ro, Tune tend vers— r, et 1 autre 

erolt ind6finiment (M*). 

On pent s'en convaincre, en meltant T^quation propos^e 
sous la forme 

1^6+^ = — a. 
X \ x) 

En efifety comme le second membre est trte-petit, on satisfera 
& celte 6qusrtion, en donnant & x une valeur convenable, qui ren- 
dra tr&s-petit I'un des bcteurs du premier, sans rendre Tautre 
trfts-graiid. Pour cela, il suffira de choisir pour'o; une valeur 

trfes-grande; car alors le factem*- sera Irfes-petft, et le facteur 
\h + -J diff6rera peu de 6 ; ou bien, on prendra pour x u»e va- 

leur voisine de — r ; ear cette valeur rendra tr6s-petit le second 

focteor, tandis qoele premier difKrera pea de — . 

c 

262. O^AVARTAGE DCS PORMULES cmBmAiREs. La formulc 
g6n6rale, qui donne les racines de I'^quation aa?*4-6a? + c= 0, 

se pr^te mal aux calculs num^riques, lorsque le coefGcient a 
a une valeur tr&s-petite par rapport & celles de & et de c. On 
comprend, en effel, qu'aprSs avoir calcul6 approximativemeni 

V^6*— 4ac, si Ton divise le risultat par 2a, on divisera en mfime 
temps I'erreur, qui se trouvera par I& consldiSrablement ang- 
nient6e. II est done convenahle de modifier, dans ce cas, la for- 
mule qui donne les raeifies. 

2G5. Galcul be la plus petite racine« Nous nous occu pa- 
rous seulement de la raclne qui diir6re peu de — ^* L'auture se 
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trouTera ensuite sans peine, paisqiie la sonime des deux est 
connue et igale k • 

Cv 

De r^quation aa^ + ^^+ <? = 0, 

on diduit: a?= — -— — . [1] 

Or a est, par hypothtee, tir&s-petlt ; iv et 5 OL ^cut ni trfeskgrands 

ni Irfes-petits : done la valeur de -^ est elle-m6me trfes-petite ; 

et nous pouYons la n6gliger, et 6crire, comme premibre appro^ 
ximation ; 

L'erreur commise, en adoptant celte valeur, est -r- ; elle con- 

tienten facteur la premiere puissance de a; et Ton dit, pour 
cette raison, qu'elle est petite du premier ordre. 
Si nous ddsignons par oi Terreur commise, quand on prend 

0^= — -., nous aurons exactement : 



En remef tant cette yaleur dans le second membre de I'^qua- 
tion [1], il vient : 



X 






si nous n^gligeons, dans le second membre, le troisifeme et le 
quatrifeme terme, qui conliennent en facteurs aai et aa/, il vien- 
dra, comme seconde approximation : 



c ac^ 



«i 6tant du premier ordre par rapport k a, aai et atnf sont res- 
pectivement du second et du troisifeme ordre, c'esl-Si-dire qu'ils 
contiennent a' et a* en facteur. Notre seconde approximation. 
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fournie par la formule [5], ne laisse done subsister que des 
erreurs du second ordre; et si nous posons, par consdqiient : 

xi sera du second ordre^ c'est-Ji-dire que son expression con- 
tiendra a* en facteur. 

Si nous remettons dans le second membre de la formule [1] 
la valeur de x fournie par la formule [6], il vient : 

ou, en d^veloppant. 

Or «i 6tant du second ordre (c'est-i dire contenant a* en fac- 

teur), ttsa el — seront du Iroisifeme et du cinquifeme ordre. 

Si done nous n^gligeons les termes qui les contiennent, ainsi 

que -77-, qui est du troisifeme ordre, et qu'il n'y a dfes lors 

aucune raison pour conserver, il vient, comme troisikne approxir 
matibn^ 

c ac^ 2aV _^- 

et Terreur commise n*est plus que du troisifeme ordre. II serait 
facile de continuer ainsi ind^finiment. 

264. Remarque. Les formules d* approximations successives : 

ac^ c ac^ 2aV 



2?t — — 5, ^« — "~'6""'F' ^*^~b~'^ 



»ft » 



satisfont aux conditions que Ton doit toujours s'efforcer d'obte- 
nir dans un syst&me d*approximations successives. 

1* Ghacune s'obtient de la pr^c6dente par I'addition d'un 
terme de correction. 

2* L'erreur qui subsiste, apr&s Taddition de chacun des 
termesy est toujours trds-petite par rapport k ce terme. 



/ 
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En eflfet, quand on icrit : a?=— r, Ferreur commise contient 
a en facteur, et est, par suite, tr^s-petite par rapport ^ ~ t* 
Quand on ^crit : a? = — r — rg-, Terreur commise contient 

a* en facteor, et est tr^petite par rapport ii Tr> ^^ ^iosi de 

suite. 

D'apr&s cette remarque , pour savoir si la valeur obtenue est 
trop grande ou trop petite, 11 suffira d'examiner ie signe du 
terme de correction que Ton obtiendrait en poussant Tapproxi- 
mation plus loin. Gar, si ce terme est positif, comme il Tern- 
porte sur la somme de tons ceux qui le suivraient, Terreur est 
positive, et la valeur trouvte est trop faible. Ge sera Tinverse, si 
le terme de correction est n£gatif. 



S VI. Propri6t6s du trinome du second degri. 

268. D^FiNinoN du trinome du second degr^. Un trinome 
du second degr6 est un polynome k trois termes, de la forme 
g£nteale, 

aybf cj repr^sentent des nombres constants, positifs ou n^ga- 
tifs, donnas i priori; x y repr^sente un nombre variable, sus- 
ceptible de recevoir toutes les valeurs possibles. Lorsque Ton 
fait varier la valeur attribute k a?, la valeur du trinome varie et 
passe par difKrents 6tats de grandeur qu'il est utile d'^tudier. 

Nous avons d&]k dit (255) qu'on nomme ordinairement ra- 
cines du trinome les racines de T^quation qu'on obtient en 6ga- 
lant le irinome h z^ro. Ges nombres peuvent 6tre r^els ou ima- 
ginaires ; si on les d^signe par x' et par x^^ on sait que le trinome 
est repr6sent6 par le produit : a{x — x'){x — a/')- 

260. THi^ORiME I. Lorsque les racines x', x'^ du trinome sont 
rieiks et inigales^ et quon substitue H j. un nombre compris entre 
elles^ la valmr du trinome a un signe contraire a c6lui de son pre- 
mier t&rme; et si Von remplace x par un nombre non compris entre 
les racines J le signe de la valeur du trinome est celui de son premier 
terme» 



En effet, si Ton suppose w'<Ccfy toute valeur donn^e k xei 
comprise entre of eiaf^ rend {x — xf) posltif et (a? — «^)Tiigatif : 
elle rend done n^galif le produit (» — a?') (a? — of) ; elle donne 
par suite, au produit a{X'-x*){x — of) un signe contraire k ce- 
lui de a J ou, ce qui est la m6me chose , k celui de aoi?. Si, au 
contraire, la valeur attribute k a? est plus petite que xf^ ou plus 
grande que a;% les facteurs {x — x*)j {x — of) sent tous deux n£- 
gatifs ou tous deux positifs; leur produit est positif, et le tri- 
nome d{x— a?')(a? — i*) a le mftme signe que a. 

2tt7 . Th^orsme II. Lorsque les ramnes du trinome soni rielles 
et igales, le trinome est Un^ours de mime signe que son premier 
terme^ quelle que soU l& vcdeur attribt^ d x, & Vexeepiaon de oeUe 
qui le rend nuL 

En effet y on sait (247) que, dans ce cas, le trinotme porend la 
forme : 



K^+^y- 



Or le carr6 est toujours positif, quelle que soit la valeur de x; 
donc.le trinome a toujours le signe de a. Gependant il faut faire 

exception pour la valeur x = — — , qui annule le triuoiBe. 

.268. THioR^ME HI. Lorsque les racines du trinome sont imagi- 
naireSy la valeur du trinome a toujours, guei que soit x,le signe de 
son premier terme. 

Car on a vu (248) que, dans qe ca&, le trinome es<t le produit 
de a par la somme des carries de deux nombres r6els, dont Tun 
n'est jamais nul. Gette somme &tant toujours positive/ le pro- 
duit est n^cessairemeni de m&me signe que a* 

269. Remarque. Les Irois tbiorfemes pr6c6dents peuvent se 
renfermer sous un seul 6nonc6: Le trinome ax*+bx-|-c est de 
mime signe que son premier terme, excepts lorsque la valeur attri- 
buee a x est comprise entre les r acmes. 

On sous^enfend atorsque, dans le cas des racines imaginaires, 
a; ne pouvant jamais 6tire compras entre ^eUes, le trinome a iour 
fOOFS le signe de son {xpemter terme. 

270. Application aux mfiGALir^s du second degr£. On dil 
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qn'ane inigalit^ est du second degrd, lorsqu'on peut la mettre 
sous Tune des dcax formes, 

Aa;*+Ba?+C>0, A«»+Ba? + C<0; 

A, B, G dteignent des nombres domn^s posltffs ou n^gatifs ; el.x 
est un nombre inconiui dont il faot determiner les limites, de 
mani^re k verifier rin^alii6 qui le renferme. 

Les tbfer&mes precedents vont servir k resondre cetle qaes- 
tion importante. 

1* Soit h resoudre Hnegalite : 

4 

En egalant le premier membre k z^ro, on trouve pour raciiies 

— ^ et — -. Les racines etant reelles et inegales» il faut, pour 

que Tinegalite soit verififee, c'est-i-dire pour que le premier 
membre soit de signe contraire k son premier terme, que la 

valeur de x soit comprise enlre — o ^^ ^ q> 9^ 9^^ ^*^^ ^i' • 

o o 

2* Soit encore Tinegalite : 

— 9 + 6a? — x'<0. 

Dans ce cas, les racines du trinome sont r^elles et dgales k 3; 
son premier terme — a?* est n^gatif; done rin6galil6 sera v^ri- 
fiee pour toute valeur attribnee a tr, excepts pour la valeur 
X == 3, qui la transforme en egalite. 

3* Soit I'inegalite : 

^ — 3a? + 7>0. 

Dans ce cas, les racines du trinome sont imaginaires, et son pre- 
mier terme est posiUf ; Tinegaliie est satisfaile , quel que soit x. 

271. Reicarque. Nous verrons plus loin que ia theorie des 
megalites sert fr^quemment , dans la discussion des probl^mes, 
k determiner les conditions de possibilite. 

iniCEllCICES. 

J. Rteudre r^uation : 
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On trottve : ^"^ 5 VaT^l) * 

II. R6soudre riquAtion : 1=^y/L±J? = 1. 

On trouve : «=± - w -j — U 

III. R^udre Fiquatioh : 



y/(l + a;) ' — OOP + y/(l —«)»+ a«= •. 

On trouYe ; »=dc2i/(l —a) H — ?u 

et «=0, 

qui ne convient^ qu*en cbangeant le signe de Tun des radicauz, 

IV. R6ioudre I'^quation : Hi^^i^-. ^x = b. 
On trouve : a^ = 2, »•= — t7« 

10 

V* R^soudre I'dquation : 

On trouve : »' = "» **=""£•• 

q m 

VI. R^soudre I'^quation : 

i+_L-+_i_=o. 

a a + X a + 2« 

On trouve : a; = |(— 3±y/3). 

VII. R^soudre T^quation : 

4 






On prend Jo^-^-so + 6 pour inconnue auxiliaire, et Ton trouve : 

«'=5, af=-6; 

-Idb V377 
et , en outre , x = > 

racines qui ne conviennent, que si Ton prend le radical avec le signe 
VIII. R^soudre I'^quation : 
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On prend 2x^-f- 3d; pour inconnue auziliaire^ et Ton trouve : 

«=3, aJ^ = -2> *= T • 

cesdeux derni^res ne eonviennent que si Ton prend le radical avec le signe— ^ 

IX. Rdsoudre T^uation : 

1 I _vT 

On trouve : »=d:-. 

X. R^soudre T^quation : 

/! + « 
Enposant ' = V i^*! 

Ontrouye ; 5= — j^ » ir = — — .. 

XI. R6soudre T^quation : ( —7^) = ^ + ^' 

On trouve : ap = aft±2l/-j. 

XII. R6soudre I'^quation : 

Ontrouye : «= — ^— ^- ^ ^^^ — n ■ . 

XIII. Former la somme des carr^s, cells des cubes, celle des quatri^mes 
puissances et celle des inyerses des quatri^mes puissances des racines de r6- 
quation, cm^ + &x + c = 0. 

On trouve. ^+,"=^^, ^+^.= 306^. 

,. . « h'—idb'c+iaV 1 , 1 6*— 4ab'c+2n'c« 
*" + *''= ^, . iT+pi= c* 

XIY. Trouver les conditions nScessaires, pour que la fraction, 

Ax^ + Bag -f C 
AV+B'of+C" 
aoit ind^pendante de x, 

ARC 

On trouve les conditions : • 77 = 5> == c7* 

XV. D^montrer que T^quation : 

(6>— 4ac)«» + 2 (2ac' + 2(»'— 660« + (^'*— 4a'O=0, 
a toujours ses racines r^elles, quand (&'— 4ac) est n^gatif. 

Alo. B I»«. Partie. 13 
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n ii*y a lieu & d^monstratioD, que lorsque {b^ — ka'tf) est aussi ndgatif. On 
pose alors : b»— 4ac=:— a% b*^— 4aV= — 0*2; et Pon proove que la quantity 
qui, dans les valeurs de x, est plac^e sous le radical, est un produit de deux 
lacteurs, dont chacun est one somme de deux carr^ 



CHAPITRE n. 

DES EQUATIONS A UNE INGONNUE, QUI 8E HAIIENENT 

A CELLES DU SECOND DEGRfi. 

S I. Des ^^ations bicarries. 

872. RESOLUTION DE l'Equation BiCARRfe. Uoe fiquaficm h 
une inconnue est dite bicarree, lorsqu'elle ne contieDt que le 
carr6 et la quatri&me puissance de Finconnue. Elle peut tou- 
jours 6tre ramen^e k la forme^ 

aa?* + 6a?* + c = 0. [1] 

Si Ton prend a?* poor inconnue, celte Equation deviant du 
second degr6. Car en posant : a?* = z, on a : a?* = -5* ; et T^qua- 
tion [1] devient : 

az^-\'bz-\-e = 0. 
On tire de 1& ; 

— 6±:v/6*— 4ac. 

z= ^ ; 

comme x est la racine carr6e de ;2r , on a : 



V 2a 



m 



A]nsia?admet, en g6n6ral, qnatre valeurs, 6gales deux i deux 
et de signes conlraires. 

273, Discussion des formules. !• Si Ton a : V — 4a(j>0, Ics 
deux valeurs de z sonl r^elles; elles peuvent, d'aifleurs (246). 
tire loutes deiix positives, ou toules deux negatives, ou encore 
Tunc positive et Tautre negative. Dans le premier cas, les qvatre 
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valeurs de tl sontrielles; dans le second , elks sont toutes les quatre 
imaginaires; dans le troisUme, deux d'entre elks sont rMtes, et ks 
deux autres sont imaginaires. 

2*» Si Ton a : b* — 4ac=0, les valeurs de z sont rtelles et 
£gales; par suite, ks vakurs de x sont Agates deux i deux : cUes 
sont rielleSf si b et sl sont de signes contraireSf et imaginaires^ si b 
et a sont de mime signe. 

3» Si Ton a : 6'— 4a(?<0, les valeurs (Je z sont imaginaires; 
et, |yar eans^uent, ks quatre vakurs de x sont imaginaires. 

274. Transvormation dbs expkessioiis de la porice yja^^fb. 
La formula [2], qui r^sout r^quation bicarrte, eontient deux 
radicaux superposes ; et cette forme n'est pas avantageuse, en 
g6n6ral, quand il s'agit de calculer num^riquement les racines. 
II n'est done pas inutile de cherchery k quelles conditi ons il se ra 

possible de transformer une expression de la forme Va-f-y^F en 
une somme de deux radicaux simples. 
Posons r^quation : 

et essayoQs de la rftsoudre par des valeurs rationnelles de x et 
de y; e'est le seul cas, oil il y ait avantage k op6rer la transfor- 
mation. Nous supposeronsy pour 6viter toute difficult^, que les 
quatre radicaux ontle signe -{-; il nous sera permis alors (126) 
d*61ever au carr^les deux membres de T^quation [1]; et nous 
aurons VSquation 6quivalente : 

•ou (a— 0?— i/)+v^5=2v^5y. [2] 

Si nous flevonS encore au carr6, nous aurons : 

(a— a?-y)*-4-2(a— ic — y)^-{-b=kxy. 

Or le second membre est commensurable, par hypoth&se ; il en 
}st de m^me des termes (a — re— i/)* et b. II faut done que 

2(a— a?— 9)v'ft soit aussi commensurable; et, comma /b ne 
I'est pas, il faut que (a— ap— y) soit nul. On doit done avoir : 

x+y=a 
et, par suite: kxy=b t^] 
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II r^sulte de iSi, que xetyne peuvent 6tre que les racines (256) 
de r^quation : 

z*-a^+|=0. [4] 

Ainsi, on doit avoir, par example : 



lais ces valeurs ne sont commensurables que dans le cas od 
(a*— 6) est un carrfe parfait. Done, si cette condition n'est pas 
remplie, la transformation n'est pas possible. Si, au contraire, 
(a*— 6) est un carr6 c", a? et y ont des valeurs commensurables : 

a-\-c a — c 

• ■ 

et, ces valeurs v^rifiant T^quation [2], nous avons la formula 
de transformation : 



v^T7F=v/^+v/'?- 



[6] 



Faisons remarquer, d'ailleurs, que, quel que soit (a* — b), la 
formule : 

est vraie, puisqu'en relevant au carr6, on arrive k une identity ; 
mais elle n'offre aucun avantage, quand (a* — b) n'est pas un 
carr^, puisqu'alors on substitue k un radical une somme de 
deux radicaux de mime forme. 



278. Remarque. Si Ton a h tranformer \/a — y^F, on posera: 



X ^lan( plus grand que y; et les m^mes raisonnements condui- 
ront a la m^me Equation [4], pour la determination de x ct 
de y. La transformation nc r6ussira done que dans le cas oik 
(a*— 6) serait un carr6 parfait c*; et Ton aura : 



,/a-=^=y/2±f-y/ip. 



[71 
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Si maintenant le premier membre ale signe — -^ il est facile 
de voir que, pour faire concorder les signes des deux membres, 
on devra 6crire : 



Gar il suffira, pour obtenir ces nouvelles formules, de changer 
les signes des deux membres des formules [6] et [7]. 
Ainsi, en r6sum^, on a : 

en admettant que les signes ext^rieurs se correspondent, ainsi 
que les signes intirieurs. 

296. APPLIGAnONS. 

2- \/94 + 6 V^245 = V^94 + y/Mb = \/^^J^ + \^^Y^=^ + ^ v/5. 

3" On d^montre, en g^omdtrie, qu'en d^signant par G le cdt6 d'un polygene 
r§gulier inscrit dans un cercle de rayon R, et par x le cdtS du polygene regulier 

inscrit d*un nombre de c6t6s double, on a la formule : «=v2R*--R^4R' — C». 
Ici, a=2R*, &=4R«— C»R«j d'oii a»— &=cm». On a done: 



'=\/«Fi)-v'H»-«) 



4" Condition n^cessaire et suffisante , pour que les racines de T^quation bi- 
carr^e x*'\-pa^ + q=^Ot B*expriment par la somme de deux radicauz simples. 



On a: ar==±y/ -|± y/^q. 

Dans ce casi « = — ^, • 6=?- — q; done o*— &=g, 

insi , 11 faut et il suffit que q soit un carr6. 
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$ II. Hfi qualgues 4quA&0DS ]>iiioixw«» 

277. Forme de l'^quation binome. Une Equation binome est 
une Equation h dl^ux termes, de la forme : 

ar+A=^0. [1] 

Si A est positil^ en disignant par a la racine tji"~ de A, on 

aura: A =0*". Si A est n^gatif, on d^signera par a la racine 

m"^ de -^A» ttt Ton aura : As-^o^. L'^quatioo [1] prendra 

alors la forme^ 

ardtar=0. [%] 

Et, si Ton pose, x=ay^ T^quation [2] deviendra : 

on . y**zt:l=0. [3] 

Telle est la fbrme k iaquelle on pent ramener tonie Equation 
binome. Quand on a trouv^ les valeurs de y, on les multiplie 
par a> pour avoir les valeurs de x. 

278. AiSsOLUTION DE QUELQUES EQUATIONS BUVQMES. 

!• L'6quation [1] a?*— 1 =0, 

a pour racinesy ro^d:;!. 

L'6qualion [2] a:* + 1 =»0t 

a ponr raeines, a?=5±:v/— l. 

£• L'iquation [3] a?»— 1=0, 

pent s'6crire : (»— l)(a?*-f a?+ 1)=0; 

elle est done decomposable en deux Equations, 

a?— IsrsO, et a?*+a?-|-l=0; 
et ses racines sont : 

jj=:i, et ir= T • 

L'^qualion [4 J d?*+ 1 ^k:^ 0,, 

devient identique h la pr6c6dente, quand on y change x en — ap: 
scs racines sont done celles de [3], chang^es de signe, c'est-ii- 
dire: 

, , lzhv/=3 
a?=-l, et a?= — ^ . 

SI 
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9» L'^uolifHi [5] s*— 1=0, 

peat fiT^crfre : (05*^ 1) (x* + 1) =^. 

Elle est done ^quiralente aux deux Equations [1] el [2] ; et, 
par suite, ses racines sont eeiles de ces ^quatioxH^, c'est-i-dire : 

L'6quation [6] a?»+ 1 =0, 

est identique k a?* + 2a?* + 1 =2a?*, 

onk (a?*+l)*— 2a?*=0: ^ 

clle peut done s'Bcrire : 

et par suite , elle est decomposable en deux Equations du 
deuxifeme degr6^ 

a?*+a;v^+l=a, ct «*— a?v^+l=0. 

Gcs deux Equations ne difi^rent que par le signe de x : elles ont 
pour racincs, 

— V^2dbv/^' \/2d=/I^ 
X = — I 1 X = ^ • 

Ce %QnL imic.]k les qfuttre miaoea de L'^ttnlioft [61^ 

4» L'^quation [7] ar« — 1=0, 

est d^compesable en deux antresi 

a?»— 1=0 a^+l=0. 

Scs solutions sont done les six racines des Equations [3] et [4], 
c'est-4-dire : 

a?=±l, et x=^^^—^"^. 

L'^quation [By x* + 1=0, 

ffeiiNit ideatiqtte k la. pr6ci6deiite^ iputnil on j rempkoe^ par 
ify/* — 1; ear CO a: 

(a.^rri>=zj;«(^/irT>=— ic*.. 

Ses racines sont done donn^es par les Equations : 



X^ — l=itl, iTy^— 1= 



dilztiv/— 3. 
2 * 
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ct» pour les obtenir, il suffit de multiplier les deux membres 

par V--^ ; ^^ ^^^^ I^s premiers membres deviennent ^gaux h 
xX{— 1), oui— 0?. On a done : 

^ a? = itv^--l, et x=:-^ — ^ . 

y L'fiquation [9] a;*— 1 =0, 

est decomposable en deux autres, 

x*— 1=0, el a;*4-l = 0. 

Ses racines sont clone les buit racines des Equations [5] et [6], 
c'cst-i-dire : 



div/2dzv/ — 2 



2 



aj=iiil, x^=±yj — 1, x=^ 
L*6qualion [10] rc« + 1 = 0, 

peot s'6crire : a?-\- 2a* + 1 = 2a?*, 

m (a?*+l)*— 2a?*=0: 

cDc se decompose done en deux autres, 

x*+l+a;V2=0, et ir*+l— xV2=0, 
Rations bicarr^es que Ton sait r^soudre, et qui donneut : 



e^Enfin les racines de Tiquation, 

0?"— 1 = 0, [11] 

sontcelles dos Equations [7] et [8]. 

Nous ne pousserons pas plus loin T^tude de ces transforma- 
tions ; car notre but 6tait seulement de montrer, par quelques 
examples, comment certaines Equations, de degr^ sup^rieur aa 
second, peuvent se ramener k celles du second degr6. Mais la 
m£tbode g^n^rale de resolution des Equations binomes appar- 
tient k la seconde parlie de Talgebre. 
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$111. Des Equations trinomes. 

* 

279. RESOLUTION DE l'^quation trinome. Une Equation tri- 
jome est une Equation h trois termes, de la forme, 

ax^+bx^' + c^O. [1] 

Si Ton prend x* pour inconnue, en posant : 

a;*=z, d'od a?**=j5% [2] 

cette Equation deviant du second degr6, 

az^-j-bz-j-c^O. [3] 

On peut done obtenir les deux valeurs de z; et, en les substi- 
tuant success! vement dans I'^quation [2], on est ramen^, pour 
avoir les racines de T^quation [1], k r6soudre deux 6quations 
binomes du degr(6 n. 



• 


EXERCICES. 




I. R^soudre T^quation : 


1 1 




1 


x- 


-V2— x» a?+V2- 


-x^ 


!• 


On trouye : 


V 2 






n. R^^soudre r^quation : 


2* V^o? — 3a? V i = 


=20. 




On pose : 


s/i = !^\ 






5 

et Ton Irouve : ap=d=8, x=^^ 


V- 


5 
■2* 



III. R^soudre P^quation : — ; \- ■ = -. 



S/a-hx 
On pose : — - — = % j 

et Ton trouve : 



— odbV5a»— 4ab _ a(a»+2ob— 2l>^±:a v/5a^-4a&) 

*"" 2[a—b} ' *~ 2(a— b)2 

IV. Rcsoudre I'^quation : 
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« 

On pose : \^l4-jr=rx; 

et I'on trouve ; »=0, « = ^'/^,"1? . 

V. Resoudre r^ttion : 

On pos 2 : s + V^ -f 2=iC; 

etrontrouve: «=4^ dp=s9, ^^nH^Azl. 

VI. R^soudre T^quation : 

2-1 1 

Ontrouva: •=«, »=^- 

65 

YU. Biiaovdn I'dqaalion : 

On trouve : « = =h -S^ — -. 

3 

VIII. R^soudre liquation : 

On trouve: «==h\/? — i± V-— 5. 

IX. Resoudre T^quation : 

t_ I 

OntrouYe: ap=±i/a»— |/i»± i/a + — 

X. Resoudre r^quatioa : i±v{^!=2!= ?^ 

On trouve : tfa^a, rr=a — --^^^^ — ^. 

Quelquefois on reconnjdt, k Tinspection d*une Equation, qu'elle admet une 
racine o. Son premier membre est alors decomposable en facteurs (76):etQatte 
decomposition facilite la resolution de Pequation, en abaissant son degr^^ car 
son premier membre est divisible par («— a). 

En voici quelquesexemples. 

X I . Resoudre r^quation : «* — 3a; = 2. 
Elle admet la racine, c=i. 



• 
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£S« admet la radne, »zss\, 

«»— 6»» + 10r— 8=a 
Elle admetia racine, «cs:4. 

XXV. R^soiidre r^oatioB : 
On V^orit mu5U formal 

on pose; «(«— iy^=jp; 

XY. R^soudre P^quation : 

Elle a<knet deux fois la racine, x=\\ 

et on la ram^ne ainsi au second degrd. 
XYI. R^udre r^quation : 

On 6crit T^quation sous la forme, 

••— 8l+-j»(a^— 9)«0; 
— 13±\/^rT55 



et Ton trottTQ i « ^ =t 3, « = 



CHAPITRE III. 

DEB EQUATIOICS A PLUSIEURS EVCOIVIIIIES. 

§ I. Des Equations du second degr^ h deux inconnues. 

280. Forme g^n^rale de l'^quatioh bu secoiyb degr^ Ideux 
INCONNUES. Un^ Equation da second degr6^ it deux inconnues tr et 
y, rani'en^e k la forme eniiiro, ne pent renfermer que six es- 
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pfeccs dc termes, savoir : des termes en x\ des termes en a?j/, 
des termes en y*, puis des termes en y, des termes en x^ et des 
termes ind^pendants. L'6quation du second degr6 pent done 
toujours se ramener ^la forme, 

AaJ'+Biry+Cy'+Day+Ey+PrrsO. 

281. RESOLUTION DE DEUX EQUATIONS DONT l'uNE EST DU PRE- 
MIER degrE. La resolution des Equations simultan6es est une 
des questions les plus compliqu6es de Talg^bre. Nous n'avons 
pas h en aborder ici la th^orie g^n^rale : nous nous bornerons 
h, traiter quelques cas fort simples. 

On pent toujours risoudre deux iquatiom A deux inconnueSj 
rune du premier et Vautre du second degrL Solt, en eflfet, le 
syst^me : 

Aa^+Ba7y+Cy'+Daj+Ey+P=0, \ [1] 

ax'\-by=c. ] [2] 

On tire de T^quation [2] : 

c — ax 

substituant cette valeur dans T^quation [1], on obtlent une ^qua^ 
tion du second degr6 en x : 

(A6»— Ba6+Ca«)a?*+(B6c — 2Gac+D6»— Ea6) x 

+ Cc»+E5c+F6* = 0, [3] 

Jaquelle fournit deux valeurs pour cette inconnue; et chacune 
de ces valeurs, mise k la place de a?, dans I'^quation [2], donne 
deux valeurs correspondantes pour y. 

Le syst^me propos6 admet done deux systfemes de solutions. 
Si les deux valeurs de x sont r^elles, les deux svst^mes de solu- 
tions sont r^els : ils sont imaginaires, si les valeurs de x sont 
imaginaires. 

282. Cas de deux Equations du second degrE. Lorsque les 
iquations a deux inconnues sont toutes deux du second degri^ Velimi' 
nation de Vune des inconnues conduit^ en giniral, 4 une equation 
complhte du quatritme degri. 

En efifel, soit le systfeme : 

Aa?» •+ Bary + Cy« +Da? + Ey + P = 0, ) [1] 



A!x^+B'xy+CY+Wx+E'y+F=0. ) [2] 



'=0.) 



DES EQUATIONS OU SECOND DEGR£. ^ 205 

Pour ^liminer y, on pourrait tirer sa valeur derune des iqua- 
tionsy et 1^ substituer dans I'autre : mais on compliquerait ainsi 
r^quation finale de radicaux, qu*il faudrait ensuite faire dispa- 
rattre. II est plus simple d'^liminer d*abord i/*, en multipliant 
r^quation [l]parG'et F^quation [2]parG, eten soustrayantl'un 
des r^sultats de I'autre ; on a ainsi : 

(AC— CA>*+(BG'— CB>y4-(DC'— CD>+(EG'-CE')y 

+(FG'— GP')=0, 

OU, en repr^sentant cbaque coefficient par une lettre, 

ax^ + bxy + ex + dy -{-e = 0; [3] 

etcette Equation [3] peut remplacer (159) Tune des deux Equa- 
tions proposes. 
On tire alors de I'Equation [3] la valeur de y : 

^~ bx+d ' 

et on la substitue dans I'^quation [1], qui deyient : 

, Bx(aa!^-A-cx+e) . G{ax^-\-cx-\-ey 
^^ bx+d ^ {bx + df 

Or on Yoit ais^ment que, si Ton cbasse les d^nominateurs, en 
mullipliant les deux membres par (6a? + d)*, cette Equation sera 
du quatriEme degrE. Gomme elle contiendra, en gEnEral, des 
termes du troisiEme degrE et des termes du premier degrE, il 
ne sera pas possible de la rEsoudre par les precedes ordinaires 
de I'Algfebre 616mentaire. 

Ainsi, le systEme de deux Equations du second degrE k deux in- 
connues ne pcut Etre rEsoIu, en genEral, par les mEthodes 
connuesjusqu'ici. Mais on rencontre parfois des systEmes sim- 
ples, qui peuvent se resoudrc k I'aide de certains artifices par- 
ticuliers, que nous aliens faire connaitre. 

983. RisoLDTiON DE QUELQUES sTSTfiMES sinPLKS. 1* SoUle systSmo : 
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On racoasalt immMlalemeDt (256) que » et y sant les radnes de I'^&qnstion, 

ionc y= ^ . [fl 

Pour que les racines soit r^elles, il faudra que Ton alt : 

2** Soit le systdme s 

On ram&ne ce systime au pr^c^dent, en poeant y ss— e ; car ona alors ; 

X a± v/a» -I- hb^ 
et, par suite, = -^ • 

Ainsi Ton a : 



*= 2 ( *= 2 ' 

^" 2 ») ^.2 

II 7 a done deux syst^es de solutions, qui sent toujours r^elles. 
3*» Soit le systdme : 



« + y =a, 
a;»+ y»=6». 



ni 



Si Ton 6I^ye au carrf les deux membres de la premidre ^qttatioo, pufs qa*on 
t& retrandie les deux membres dela secoode, on a : 

2«y=a'— ft*. 

On connatt done la somme et le produit des inconnues, qui sent, par suite, 
racines de rSquation : 

On a done: = ^— . p] 

Si Ton a ; 22^ — tf*> 0, les valenrs de x et de y sont rdelles; eBes aont iota 
ginaires, si Ton a : 2b*— a* < 0. 

4* Soit le syst&me : 

flfy=b^ I i*^ 

Si Ton double les deux membres de la seconde Equation, puisqu'onl'ajouteiila 
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premiere, et q^a'on Ten retranche successivementi on remplac« le syst&me pro- 
pose par to sjsltee ^airatont (139) : 



On tire de 14 : 






P«r ooii96qiiait, «i lymtaiit et «& KtrmdiMit nuabr* & immbn, pnit en diri- 
sant par 2, on a 

^ ^ i 14] 

y=±Kv+2b» qpl ^a}—2b^,\ 

Rem ARQUB. II semble qu'il y ait la huit syst^mes de solutions, qu'on obtien- 
drait en combinant les signes des radicaux de toutes les manieres possibles. 
Mais on doit faire observer qfae les ^uations [3] forment seulement quatre sys- 

tSmes; savoir,en posafit ^o* + 25*=R, et y'o'— 26»=R' : 

« + y=^R,i « + y==— R,i x + y=: R, . a;-j-y=— R . 
»-y=R', » «-.y= R', • a?— y = — R', » «— y=— R'. * 

Deplus, si Ton permute x et y, les 6quations [1] ne changent pas; le pre^ 
mier et le troisi^me syst^me sont Univalents; il en est de m6me du second et 
du quatrieme. II n'y a done, en rdaliti, que deux system es de solutions. 

On Yoit d'ailleurs^ que les solutions seront r^elles, si Ton a i ja?>Vjl^i et 
hnaginaires, si Ton a : a' < 25'. 

b" Soit le syst^me : 

Od ram^ne ce syst^me k cehii du second cas, en r^crivant ainsi : 



II] 






[21 



£t Ton en tire les valours de x* et de y', puis celles de dp et de y : 

^, ^ - > [3] «« . ^, ^ > [41 

»==^V 2 ') ''=*V i 

Mais le syst^me [2] est plus general quele syst^me [1], parce qu'on a ^le?^ au 
carr6 les deux membres de la seconde Equation [1]. On doit done combiner les 
valeurs de x et de y, de maniere que leur produit soit ^gal & 2»' : et cela exige 
que Ton associe les valeurs qui ont le mSme signe. 

II y a done quaire syst&mes de solutions : les deux premiers sont r^els, et les 
deux autres imaginaires. 
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S II. Des Equations du second degri k plus de deux inconnues. 
284. ExEicpLES. 1* Soit le syst^me : 

xyz=cx. 



w 



Si Ton 61^ve au carr6 les deux membres de la premidre Equation, apr^s avoir 
fait passer x dans le second membre, on a : 

et, si Ton substitue kx'^-^y^eikxy leurs valeurs tirees des deux autres^ il vient : 

Equation du second degr6 en x, d'oii Ton tire : 

a4-cdbv/(o+cr~2(o^-^^ ,., 

Gonnaissant jr, on tirera la somme a; + y de la premiere Equation, et le prodoit 
xy de la troisi^me; etle calcul s'ach^vera^ comme au n** S83 (V), 
2" Soit encore le syst^me : 

a»+«^ + «'=28, I [1] 

y'+y»+^'— 19.) 

Si Ton retranche la seconde Equation de la premi^re^ et la troisi^me de la 
deuxieme^ on a : 

(y— ;f)(a?4-y+*) = 9,) 

{x^y)(X'\-y + x)=9',) 
d'oil Ton conclut : y~;j=ap— y, ou a; + jj=2y; [2] 

et, par suite, (a?— y)y=3. [3| 

3 

On tire de cette derni^re : ap= - -|- y ; 

y *' 

et, substiluant cette valeur dans la premiere des Equations proposSes, il vient : 

+ 3 + y» + y'=37. 



e-') 



ou 3y< — 28y'+9=0, 

Equation bicarr6e, qui donne : 

y=±3, y=±lV3. 

10 I— 
lar suite, a;=d:4, ^=±^^31 

*=±2, ;f=.:f:|v'3. 
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§ III. Des Equations de degr6 sup^rieor au second. 
SStt, ExBMPLBS. 1** Soit le syst^me : 

En cliassant les d^nominateurs de la seconde Equation, on pent 6crire ainsi le 
syst^me : 



ay(«4-y) = 30, ) 
6(«+y) = 5«y. j 



Si done on considire xy et s + y comma deux inconnaes auxiliaires u et v, 
on aura : 

uv=30, 
6v 






5 

La seconde Equation donne v=-tt; en substituant cette valeur dans la 

o 

premito, on obtient : 

;tt'=30, ou tt»=36; 
o 

de \k : tf=d: 6, et v==h&. 

IL faut adopter le m6me signe pour la yaleur de u et pour ceHe de v, puisque 
5 



Si nous adoptons d'abord lesyaleurs u=6, o=5> nous aTont : 

« + y=5, j 
»y = 6; ( 



[31 



14J 



d'oii Ton d6duit^ pour x etpoury, les valeurs 2 et 3. 
Si nous adoptons tt=— 6, o=— 5^ nous ayons : 

»+y=— 5, j 

5'ou I'on d^ult pour « et y les yaleurs^ 6 et 1. 
2* Soit encore le syst^me : 

^ . 4H-y_ 8 + /iy 12y» \ 

y^-^ y - X "^ af2 M [1] 

4y*— xy =«. ) 

La premiere Equation devient, si Ton chasse les d^nominateurs : 

4»'+ (4+ y)y«»=(8 + 4y)«y» + 12y«; 

"i on peut r^crire, en ajoutant ^y* aux deux membres^ 

«'P+y)*— 4aFy»(2 + y) +4y« = 16y«. 
Alg. R I" Partie. 1% 
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Or ie premier membra est le carr6 de x(2 + y) — 3y' ; cette (qoation peat done 
f 'terire : 

ce qui ^quirattt It «(2 + y) — 2y*= ^ 4y'. , ' [ 

Nous pouTODB donc^ aa syst^me propose, substituer les deux solTauts : 

rti ' J»» + y)-2v»=4y», ir(2+y)-2y»=^4y»,J ,., 

w I 4y»- «y=a?. 4y«-xy =«. | ^*J 

Nous r^soudrons^ d*ailleurs, sans difficult^ ees deux syst^mes. Eq •fitly ia 
seconde des ^uations [3]^ r6solue par rapport -li x, deyient : 

y+r 

et cette valeur, substitute dans la premidre, donne : 

*^'(yt9""^~^' ^" 2yMi-y)=o; 
d*ou Ton conclut : y = , et y = 1 , 

•t, par suite, «=0, et «=2. 

On trouYera de m6me, pour les solutions du syst&me [4] : 





y=o, ) 
»=o, 5 


et 


y= 


50 ( 




Ainsi 


les solutions du systdme propose 


sont: 








* (y=o, 


■ 

y= 




3* < 


50 
5 



3* Soit, enfin, le systime : 

ff»+y»+»'yH-y*a?=i3, I ^i 

»H/a+a?V=468; J ^* 

On peut, en groupant les termes, P^crire ainsi : 

(«+y)(a;» + y») = 13, ) 
«y(x»+y') = 468; i 

et, en diyisant la seconde Equation par la premiere, on a : 

05^=36 (a? + y), 

Equation qui pent remplacer Pane des pr6c6dentes. Si Ton i^sigiie le produi* f 
par i»y et la somme « + y par v, le systfeme deviant : 

r(i;»— 2tt) = 



'(«*-2tt) = 13, ( r.. 



DES Equations du second degrS. :21i 

Si Toa ^limine v entre ces dem equations, on a : 



36^ 36 *^^'*'» 



Equation trinome, d*oA Ton tire : 



tt' 



|g=:;36=t v/36» + UX36; 
etdelii: «=»— 6, et u = 6y\3. 

Par suite, v=l, et v=\/W*. 

Ainsi le premier systftme de solution est foumi pat L'4qiiatioiL : 

af'-*— 6r=;0; 

d*oi2i I'on conclat : 9=iZ, y=3— «); 

et le second syst^me est foumi par Inequation : 

**— ^t3»H-6l/ir=0; 
d'oA I'on condut : 






yi3M- y/ZTl l/iI .._ yi3i-v^-^ii VT3 

— 2 ' ^ 2 • 

EXERCIGES. 

I. R^soudre les Equations : 

(ab-i(a + 5) («fy) + «y=0, 
jcd — i(c + d) (» + y) +a;y = 

etendMuire: (j[^y)^_ (a~c) (a-d)(b^c)(&-d) 

On tire » + y et ary des deux Equations, et on forme Pexpression f ^^) '— iry, 

qui est 4gale k niZiL, 

4 

II. R^soudre le systMne : 

a"ar + &"y«=2 ^oFb^aFy^y xy = db. 

On limine y; et, en posant v^»"+»=x, on obtient one Equation du second 
degr6. 

On en tire %; et l*on obtient ensuite x et y. 
ni. R^soudce le syst^me : 
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On calcule le produit ay ; et Ton arrive ensulte k 



f~2 iV 3a 3* 



V 

lY. Risoudre le fystftme : 

On calcule le produit «y, en ^levant la premiere Equation k la quatiitoe puii- 

A /a* + d* 
sance; et Ton trouve : «y=a*db y — j — . 

On en conclut aisdment 9 et y. 
Y. R^oudre le systeme : 

On calcule le produit xy d*une manidre analogue, et Ton trouve : 



<i«^ V5o(o* + 4d*) 

"^^-7=*= lOS • 

YI. R^soudre le systeme : 

1 l_l i.l-i. 

En prenant - et - pour inconnueS| on est ramen6 au syst&me 3* (n* 888). 
X y 

YII. R^soudre le syst&me : 

on est ramen6 au mfime syst^me^ en prenant ^Fet \/y pour inconnuae. 
YII I. R^soudre le syst&me : 

S S II 

x^-^y'^=Zb, x*-^y*^b. 
1 1 
On prend pour inconnues s^ et y^; et Ton est ramen^ k rexercice III. 

IX. R^soudre le systeme : 

On prend encore pour inconnues jc + y et cy. (R6p. : «=81^ y = 16). 

X. R6soudre le systeme : 

On trouve ais^ment : 



1 



• ap==t5, y=±3; V »=± ^f , y=±Y^ 



\ 
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XI. Resouilra le systime : 

(» + y) («y + 1) = 18ay, 
(«» + v") («^* + 1) = 20toV. 
On diyise la premiere Equation par xy, la seconde para^'; puis on repr^ 
lente « + - P&r u, y -^ - ^ax v, et Ton arriye auz deux Equations : 

©4-14 = 18, «» + «» = 212; 
d*oQ Ton tire ais^ment :« = 7±:4/3, y=2±v^. 

XII. R6soudre le syst^me : 

* + y + 3v^toy = 6. 
On remarqae que la premiere Equation peut-s*6crire * 

et que la seconde est le cube de la suivante : 

On est ainsi ramen^ au syst^me (3") du n* 288, en posant v^x = u, y^ := v. 
Kais la demiire Equation n'est pas aussi g^n^rale que la seconde des Equations 
f ropostes ; de sorte qu'on n*a pas ainsi toutes les solutions. 

XIII. R6soudre le syst^me :. 

«M-api/ + V* ^ «* — fly4-y» . 
»+y x—y 

On tire facilement de ces Equations, en posant i/ . _ =:r • 

XIY. R^soudre le syst^me : 

S^ = a, 22=5, 3^=:^ 

On trouye : af*=a5, y* = «, ji*=5c. 

XY. Risoudre le syst&me : 

«(y + «)=2p, y(* + «)=2q, i(» + y) = 2r. 
On tire aisement de li : . 

»y = p + q— r, »*=p + r— q, yi = q + r— p; 



h 



fiu . uYKB^in; 

0t, par suite , 






+ g — r) (qf + r— p) 



V ?+«—♦' 

XYI. Rdsottdre le syst&me : 

On trouve : « = 7, y = 6, jr = 3. 

XVII. R^udre le sysUme : 

» + y+jf==13, *> + y*4.ji^ = 6U 2yjr=4P(* + y). 

On ^limine ais^ment y et jr ; et Ton trouve a; = 4 et « = 9. On obtient, par 
■uite, y -f jT et yx ; d*o(l Ton conclut y et jr. Les valeurs, qui correspondent k 
c=9 sont imaginaires \ .ceUes qui correspondoat LM:=^krao!ali^.=i\sss%. 



GHIPITRE IV. 

afSOLUnON KT DISCUSSHOIW VES PllOfBt«1K»IirUN DBGBE 

8UP£EI£UR AU PREBUBa* 

S I. Probl&mes i une inconnue. 

280. PROBLiHE I. Cdkuler la profondeur (fun puitty sachant quHl i'ett 

icovU un fwwAtre 6 de secondes entre Vinstant oil Von a laissi tomb^ une pierre 

$i celui oHl le bruit qu'elle a fait, en frappant le fond, est revenu d VoreiUe. 

(On neglige la resistance de I'air.) 

Pour r^soudre ce probl^me, il faut se rappeler deux principes de physique : 

1* L'espace parcouru par un corps pesant est pft^rtionnel au canr^ du 

temps I 6coule depuis le commencement dela chute ; et, si Ton d^signe par g 

at* ' 
un coefficient constant, 6gal h 9",80896, il est repr6sent6 par Texpression ^ ' 

2* Le son se meut uniformdment, et parcourt 333 metres par seconde. Dans 
le calcul qui va suivre, nous repr^senterons sa vitesse par v ; de sorte que, dans 
le temps t, il parcourt Tespace vt. 

Soit X la profondeur du puits, 6valu6e en metres. . En nommant ti le nombr 
d« secondes que la pierre met k descendre , on a : 






fJ] 
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En aommant ti le temps que le son met k remonter, on a : 

x=ztiU] d!ou fe;=5. [%] 

Or (i + ^ = 0, d'apr^ Tinonc^ ; done T^q nation du probUme est : 

Pour r^soudre cette Equation, qui contient un radical^ on la met sous la forme : 

et, ilemkl,J«B-deux;iawAceiiLU cairtjoaa::: 

ou, en faisant passer tous les termes dans le premier meml)re, et ordonnant : 

S-2*(J + j) + 6' = 0. [6] 



On tire de U : 






fl^ g 

X = <* 

1 



DiscossiOR. Les deux racines sont r^elles; car la quaatxtd plac€e sous le 
radical est 6yidemment positive. 

11 est facile de voiry en outre, qu^elles sont toutes deux positives : car, 
d'apr^ r^quation [6]^ leur produit OV est positif, aiQsi que leur somme 

(26 2\ 
— h ~W' Le problfeme ne peut^ cependant, avoir qu'une solution; car deux 

puits de profondeurs diff^rentes ne peuvent correspondre k une m6me valeur 
de 6. Pour ezpUquer cette singularity, et trouver quelle est celle desdeux racines 
qui repond k la question , remarquons qu'en ^levant au carr6 les deyx membres 
de r^quation [4], nous formons une Equation nouvelle, qui, 11 est vrai, ne pent 
manquer d'etre satisfaite si la proposSe Test elle-mfime , mais qui peut I'fitre 
aussi sans que celle-ci le soit. Les deux membres auraient, en effet, m6me 
carrdy s'ils etaient ^gaux et de signes contraires. L*6}uation [5] ^quivaut done 
r^ellement (ISO) aux deux suivantes: 



V \ g^ V Y y.' 



La premiere de ces Equations est la seule qui corresponde au probl^me pro 
pos6; et sa solution est ia solution du problkoe. Or cette solotlon est^moindre 

quid vO, pulsque, 6tant positlf, il en est de mfime de vO — ap: au con- 

traire, la solution de la seconde Equation est plus grande que v^, pulsque 
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I est n^gilif ; eOe ett, par consequent, U pins grande ladne de r6^a- 

V 

lion [5] : eQe doit Mie lejeKe eomme aohition ^trangere. Ainsi, la solation 
cherclifie est : 



i+j-x/a^iv-s 



1 

Remarqoons qse, dans r^qoation [6] qui' foiimit cette solation, v repr6* 
sentB la vitesse da son, £gale k 333 enYiran ; le cairi v* est done on nombre 

assez considerable i at ^ , coeffident de s, est ti^s-petit. lyaillears, la solu- 
tion cherchte est la plus petite des deox ladnes. 11 y a done liea d'appliquer 
k la recherche de sa iralenr les fonnales de Farticle 263; en adoptant la pre- 
mite, il Tiendra : 

9 » 



(Test la fonnule dont on derra se servir dans les applications. En effet, 
-^ Taut, i pea prts, ^^^ ; et eomi^e l*anit6 de longaeur est le m^tre, on 

pent, sans aucon inconvenient, n^gliger les quantity de Fordre— 

La formule [a] peat, da reste, se simplifier on pea^ si Ton remarque que, 
V etant grand, -^ est petit ; en sorte qu'en le n^gligeant dans one premiere 
approximation, on peat 6crire : 

2 ' 

t'est la formule qui eonviendraU, m suftposani la wtesse du son tn/lnie. Pour 
obtenir on tenne de correction, posons : 

Nous anions, poor determiner a, r^quation : 

2 26 2 ^ • 
9 V 

d*oA Ton tire, en chasiant le d^nominateur da premier membra, 

g V ^ V 



.--1 
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N^gligeant —, qui est, d la foiSj tris-petitj d eaus$ du facteur a •! du 



facteur - , on en d^ait : 






et Ton a enfin, comme valear approch^e de x : 

G'est, du reste^ la formule i laquelle on serait amy6, en effectuant la divi- 

(2 26\ 
- + — j^.et en s'arr^tant aprds avoir troay6 les deux premiers 

tennes du quoUent. 

289. Probl&mb II. Ptuiager une drotteABendeuxparHes UUes, que la plus 
grande AX soU moyenne proportionneUe erUre laphu petite et la ligne entiire. 



.1- 



A X B 

Soit a la longueur de AB; ddsignons AX par x, et, par suite, BX par (a— «) ; 
nous aurons, d'aprte r^nonce, la proportion : 

-=-^. II] 

• X a X ' •" 
On en tire l'6quation : x^=a{a^x)f 

ou «*4-a«— a*=0. \2] 

IH, 1» ^^-ad=V55^^a(-l±V5)^ ^^ 

■ 

Discussion. Les deux racioes sont ^yidemment r^elles. Comme y's est com- 
prise entre 2 et 3, la premiere racine est positive et plus petite que a ; elle est 
done la solution demand6e. Mais la seconde est n^gatiye, et sa yaleur absolue 
est plus grande que a; elle doit done £tre rejetee. 

Cependant on pent interpreter cette solution negative. Ed effet, disignona-la 
par (—a) : comme elle y^rifie T^quation [2], on doit avoir : 

( — a)*=a{a — (— a) ), ou a*=a(a+a). 

Ainsi a est une moyenne proportionnelle entre a et (a+a), et r^pond ^videm* 
ment A la question suivante : 

TrouveTf sur la ligne AB prolongie, un point X' tel, que sd distance a au 
paint A soit moyenne proportionneUe entre sa distance (a + a) au point B et la 

ligne AB=a. 

! : 1 

X' A B 

Les deux solutions, que nous yenons de rencontrer, resolvent d*une manidre 
g^n^rale le probl&me suivant : 
Trauver, sur une droite indifinie, sur laquelle sont pris deux points A ef B, 
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un point X (el, 91M Za difCoiM^e AX soit moyenrnproporthmtlU. enire BX 

e(AB. 

Et il arrive que, comme dans la plupart des probUmesjdit pmmer degrt, la 
solution negative doit 6tre port6e sax la drolte AB, en sens oppose a la solution 
positive. 

On aurait pu, d'ailleurs, ^viter la solution negative, en comptant les dis- 
tances k partir du point B. Car, en»d4ii|pttBlipar s ladittaaceBZ (1«« fig.)* 
et, par suite, par [a^x] la distance AX, on aurait eu la proportion : 

o; a — re 
a—x X ' 
d'Ofii lV>tt>efit^iYi l^^ustlaii 

a(3±>/6) . rci 

et, par suite «= r . [5] 

^» 

Ge6-4euz soludioiissoBft'pMitiTesi: la premise, qut^estiplus: grande que a, 
donne le point X' ; et la seconde, qui est plus petite que a, donne le point X. 
C!oKSTRUCTiON DE& SOLUTIONS. Les formules [3], qui peuYent s'dcrire: 

conduisent imm^diatement k la construction qu'on indique dans les iSUmenls 
de giom4trie. Car \/T- + a' esti'hypot^ause du triangle rectangle, .<pu a.pour 

cdt6s de Tangle droit AB et —; et, pour avoir a/, il faut retrancber -— de 

cette hypotenuse, tandis que, pour avoir la valeur absolue de af^ il faut ajouter 
les deux longueurs. On porte d'ailleurs je' de A vers B, etof en sens contraire. 
Remarquons encore qus T^quation [2J peut suffice : 

• .J (31 + 0)= a'; 

par consequent, le probl^me propose revient a celui-ci : IVotiwr deux lignes 
X et x+a, dont la diff^irenee est a, et dont la moyenne proportionnelle est a. 
On apprend, en geometrie, k resoudre cette question, et Ton retrouve la con- 
struction precedente. 

288. PROBLfiME III. Trouver, sur une ligne 
PQ, un point X ^galemeni iclaire par deux 
lumi^res A et B, dont les intensitis sont i el 
i'. On donne AP = a, BQ = b, et PQ = d; 
AP et BQ itant les perpendiculaires abaissies 
des points A et B sur la ligne PQ. 

Pour resoudre ce probRme, on doit se rap- 
peler que Tintensite de la lumi^re est en raison 
inf erse du carr6 de la distance du point eclatre au point lumineux*; de sorte 

• 

qtt*une luxnidre, d*intensite t, eclaire, k la distance. «,,aT«6. une inteosite ^. 

Xr 
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Ooidottavotr, par eoBs^eat': 

t r 

am, mkMngnui S^Stparrae^ et, par'xont^|«ei!t, QX par^(<f ^xy: 

oil, ttii.chaaaant Lesd^nominftteun.: 

Discussion. Sans entzer.dans.les details .de la .soliitioii d»> cette -^<|uaAion du 
deuii&oie degr^, et, des conditions de possihllitift du probldoift,. ctnccbonsli 
interpreter les solutions n6gatives qu'elle pent avoir. Si Ton di^ic^s par ( — a) 
une solution n^gatiye, cette solution doit verifier i'^quation [1]; on doit done 
svoir : 



ta-hcii i/^-i-C^+a^*'' 



rai 



(fest Bt pribisfiment liquation que Ton aurait dd Scrire si, cherchant le 
point Z' & gauche de P, on avatt'design^par a sa distance inconnue au point P. 
Les solutions n^gatiyes fournissent done des solutions dii probl^me propose, 
ponrvu que l*bn porta la longueur qu'elles repr^sentent k gauche du point P, 
c^est'&Hdire dans un sens oppose k celui qui correspond aux solutions positives. 

8Mt.PBiOBi.iiiB IV. itant domnU un cerek dxyntle centtB e$t O^un d$ ses 

diamitres AB, et une corde CD 
perpendieulaire d AB; on da- 
mande de tracer un cercle tan- 
gentj d la fois , au cercle 0, au 
diamePre et d la corde 

Seient OA-=R, 01= a. Suppo- 
sons qu^on yeuille construire le 
cercle G inscrit dans le segment 
AIC. Prenons pour inconnue son 
rayon, et posons GT=IT=af. La 
droite OG, qui joint les centres, 
▼a passer par le point de contact H des deux cercles; elle coupe d*ailleurs le 
cercle inconnu en S. Or la tangente OT est moyenne proportionnelle entre la 
s^cante entL&re OH et sa partle extSrieure OS. On a done : 

Of* = OHXOS, ou .(a + «)»=R(R— 2j:), [IJ 

oUy en d^veloppant et en ordonnant, 

«» 4- 2 (R + «)«— R' + 0^=0. 12] 

On en tire: »=— (R + a)itv^{R + o)H(R'— a'); 

on, riduisant : __«„_^-. 

«=-CR + o)±V!iR(R+a^ PI 
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Discnssio:f. Ces deux racines sont ^videmment r^elles, puisque 2R (R+a) 
est une quantity positive ; et, comme a est plus petit que R, on voit, k Tinspec- 
tion de T^quation [2], que Tune d'elles est positive et i'autre negative. 

La solution positive x^ se construit avec une grande facility : car le radical 
est une moyenne proportionnelle entre 2R et (R + <^)^ c'est-&-dire entre BA 
et BI; il est done 6gal k BG. Done : 

a!'=BC— BI. 

Donc^ si Ton prend BT=rBG^ IT sera ^galio^ : ce sera le rayon cherch^. 
Pour avoir le centre^ on 61ivera en T une perpendiculaire TG sur AB^ et on la 
prendra 6gale k IT. 

Quant k la solution negative x^, elle 6st 6gale, en valeur absolue, k BC + 6I. 
Pour rinterprSter^ remarquons que, si on la d6signe par (—a), elle doit veri- 
fier r^quation [1] ; on doit done avoir : 

(a-a)»=R(R-f 2a), ou (a-a)»=R (R + 2a). [4] 

Or c'est 111 prScis^ment T^quation qu'il eiit fallu 6crire, si Ton avait voula 
tracer un cerele tangent ezt^rieurement k Tare BG, au diam^tre et k la corde 
prolorig^s, et que Ton eOt appel4 a son rayon inconnu; on s'en assure aisement 
en faisant la figure. Ainsi la racine negative foumit une seconde solution du 
probl&me; et pout avoir le point de contact T| du nouveau cerele et du dia- 
m^tre AB, 11 suffit de porter^ sur ce diam&tre, k gauche de B^ une longueur BTi 
^gale k BG. 

On voitqu'iei encore les deux rayons IT=BG— BI et ITi=BG + BI sont 
port^s, k partir du point I, en des sens opposes, comme Tindiquent les signes 
dont leurs valeurs sont affects es dans les formules [3]. 

II est Evident que les points T et Ti sont les points de contact de deux autres 
cercles 6gaux aux premiers^ dont les centres sont sym^triquement plac6s au- 
dessous du diamdtre AB, et qui r^pondent aussi k la question. 

Si Ton veut maintenant inscrire un cerele dans le segment BIG| on trouTera, 
par des raisonnements analogues , TSquation 

(oj— a)»=R(R-2«), [5] 

qui diffiTen. de PSquation [1]^ et qui ne pourra pas s'y ramener par le change- 
ment de signe de x. Sans entrer dans le detail de cette nouvelle solution, nous 
dirons seulement que la racine negative correspondra au cerele tangent ext^- 
rieurement k Tare AG, et qu*on obtiendra les points de contact des deux cercles 
avec le diam^tre AB^ en d^crivant, du point A comme centre, une demi-circon- 
fSrence, de rayon AG. 

On voit que le probl^me a huit solutions foumies par deux Equations du se- 
cond degr6. 

200. pROBL&ifE V. Partager la surface d'un cerele, de rayon R, en moyenne 
et extrSme raison, par une circonfirence concentrique. 

On pent faire deux hypotheses : 1** la surface comprise entre les deux eircon- 
f^rences est la moyenne; 2* la surface da cerele inconnu est la moyenne. 
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Dans le premier cas, si Ton d^igne par x le rayoa du cercle cberchi, T^qua- 
Uon du probl^me est : 

wR» _ it(R»— g^ 

ou (R»— «»)»=Ry. [I] 

On tire de Hi: R»— »«=Rjp, ou R»— «»=— R«. 

La premito de ces deux Equations donne : 

r(— ldb\/5). 



x^ 



2 
et la seconde^ qui n*en diff^re i^ue par le signe de x, donne : 



w 



_R(1|V^)^ [3] 

Discussion. Ces quatre radnes sent igales deux k deux et de signes con- 
traires. Mais les racines negatives n'ont pas de signification dam cette ques- 
tion g6om6trique; elles doivent 6tre rejetees. Quant aux racines positives ^ la 
premUre, 

*=— ^4 

eft la phu grande partie du rayon R divisi en moyenne et extreme raison : 
elle r^pond directement a la question de portage. La second€f 

RCy/T-fl) . 

X- , 

est la ligne dont la moyenne serait R dans la division en moyenne et extrSme 
raison, Cette ligne, plus grande que R, donne une solution qui ne convient pas 
au probl^me tel qu*il a 6t6 pos6. Mais, que Ton en g6n6ralise r6nonc6 de la 
mani^re suivante : 

Contlrnire un eercU concentrique d un cercle donnS, et tel que la couronne 
^t moyenne proportionneUe entre les surfaces des deux cercleSf 

Ce nouvel ^noncS u'exigera plus que le rayon inconnu soit plus petit que R. 
Si on le suppose plus grand^ Tequation nouvelle, 

ne diff^rera pas de T^quation [1]; et^ par suite^ la seconde solution conviendra, 
comme la premiere. 

Supposons maintenant que ce soit le cercle inconnu qui doive 6tre moyenne 
proportionneUe entre le cercle donn6 et la couronne : T^quation du probleme 
8>t alors : 

^^=7(0h>' «>- ••+^'"-'^•=0. [41 

On pourrait r6soudre cette Equation bicarr^e par les m^tbodes connues. Mais 
^ Taut mieux poser : 

a?=Ry; [5] 
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et r^quatioD d«fyient, aprte avoir 6t£ diFia^e par R* : 

»*+Ry-R«=0; [6] 

die est identique ayee U prend^ des kpiatioBs da premier eas. Ainsi la 
valenr negative de y doit 6tre rejet^ ; et la valeur potiiive est la plus grande 
partie du rayon divis6 en moyenne et extrime raison. Quani au rayon x dv 
cerele inconnu, il est, d*apris V^qtuition [S], vne moyemte proportimmdle mfre 
le rayon du cerele donni et la moyenne y. 
On coDstruira ais^ment les trois solutions de ce problime. 

S IL ProbUmes k phiaieiin inooones. 

291. PBOBLfiMBYI. Caleuler les cdtis de VangHe droit d^un triangle rectangle, 
connaissant Vhypot^use sl etla hauteur h dbaissSe du sommet de Vangle droii 
sur Vhypotinuse, 

Solent « et y les deux cAtte inconnus; I0 thior^me de Pytbagore doime Tdqaa- 
tion* : 

ap»+y»=a>. fl] 

La surface du triangle a pour expresdons ^ ^^ -r ; done on a : 

xy = ah. p] 

En doublant les deux membres de T^quation [2] , et en I'ajoutant ensuite k 
r^quation [1], on a: 

fl^+y*+2«y=a«+2afc, ou («+y)'=a*+2ah; 

d'cA Ton tire, en extrayant les racines carries des deux membres, ce qui est 
permis, puisqu^ils sent positifs : 

«+y=v/a?+2aS'. [3] 

Si, au lieu d^additionner les deux Equations membre k membie, on sbostrait 
la seconde de la premiere, on a : 

(»— y)«=:a»— 2ah; 

et, comme on pent supposer que x est le plus grand des deux cdt^ cberch^, on 
a, en extrayant les racines : 

»— y=V^a»— 2oA. [4J 

On connatt done la somme [3] et la difference [4] des inconnues, et Ton e& 
conclut : 

x = U)/a^T2aR \'^a*—2ah)y 

: 15] 

ly=.(v^a» + 2ah— V'a'— 2aA). 
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Discussion. Pour que le probleme soit possible, il. faut at il 8u£fit que' les 
yaleurs de a; et de y soient r^elles, c*est-&-dire que Ton ait : 

.-a>2fc, ou h<.^. 16] 

202. Remarque. Ces in^galitds [6] n'excluent pas les 68Falit^s limites, 

ear les yaleurs de s et de y restent r6elles et positives, dans cette hypoth^se. 
Elles fournissent done les solutions des deux questions suivantes : 

1<* Parmi Urns les triangles reetaiigleSf de hauteur dontUeh, quel est celui 
dont Vhypotinuse est la plus petUe possible? 

C'estle triangle dont Fhypotenuse est ^gale k2h. H est isoc^le;'car, dans 
cc cas, _ 

2* Fafmi tons let' trfangles rectanglesj de mdme kypotAtuse a, quel est celui 

dont la hauteur est la plus grande possible? 

a 
G'esi le triangle dont la hauteur est 6gale a -. Jl est isoc^e;- car, dans ce cas, 

^ 2 

293. PROBLfiMB YII. Determiner les c6Us d^un triangle rectangle, connais- 
sant sa surface m' et son pirimetre 2p. 

Soient a?, y, % les cAtes du triangle ; x 6tant Thypotfinuse , on a , d*api6s 
r4nonc6 et en se servant de propositions tr^s-connues : 

;j»=ir» + y«, [1] 

« + y+»=2p, f2j 

2m'=a:y. [3] 

En multiplfant par 3 les deur xnembres de la troisi^e Equation, et I'ajoutant 
ensuite k la premiere, on a : 

jj» + 4m»=a* + y« + 2flry, ou ;j»-f4m»= (« + y)*. [4] 

La seconde donne d'ailleurs T^quation : 

« + y = 2p— x; d'oa (« + y)»=(2p— >)*. [5] 

En igalant les deux valeurs de (« + y)* foumies par les Equations [4] et [5] , 

on a : 

(2p-.jB)»=rjr« + 4m»; 

on, en effectaant r^fevalion au carr* indiqu^edans le premier membre, puis en 
supprimsnt le terme jif* qui est commun, et en divisant les deux membres par 4, 

d'oft INm dfiduit: '^^^ -":: — • 
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Puis X ^tant eounu, les Equations [2] et [3] font coxmattre (x-^-y) et 4py; 
car elles donnent : 

s et y sont^ par consequents racines de V^quation 

i4i_«i-i:: — ti+2m'=0. 
P 



On a done: y=^^^— ±y ^^ ^y, ~2^^ [7J 

Discussion. Comme la yaleur [6] de s doit 6tre positive, Pane des conditions 
de possibility du probl^me est : 

p> m. 

Mais cette condition ne suffit pas ; il faut^ en outre^ que les valeurs de x et 
de y soient r^elles et positives. 

Or on voit, k Pinspection de P^quation qui les foumit, qu'elles sont posr- 
tives; si elles sont r^elles. II suffit doDC d'ezprimer qu^elles sont r^elles, c'est- 
^-dire que Pon a : 

i^-y-j-^ — 2m«>0, ou (p> + m')»—8|)'m«>0. 

Or le premier membre pent 6tre consid6r6 comme la difference de deux car- 
r^s. Cette in^galit^ ^quivaut done k la suivante : 

(p»+m« + 2pm V^2) (p*+m'— 2pw v'2)>0. 

Mais le premier facteur est positif : il faut done que Pon ait : 

p2 + m» — 2pmv/2>0. [8] 

Telle est la condition k laquelle p et m doivent satisfaire. On pent en dMuire 
les limites entre lesquelles pent varier p pour une valeur donn^e de nii ou m 
pour une valeur ^onn^e de p. I^ous obtiendrons cas deux rSsultats k la fois, en 

posant ^ = r. Si^ en effet^ Pon divise par m^ les deux membres de Pin^galit^ [8], 

elle devient : 

t« — :r/2+ 1>0. 

Or son premier terme est positif: on en conciut que, pour qu*elle soit satisfaite, 
r doit 6tre plus grand que la plas grande racine de Pequation r* — 2r v'2 +1 =0, 
ou plus petit que la plus petite i c*est-a-dire plus grand que (v/2 + 1) ou plus peii 
que (v^— l). Mais p 6tant, comme on Pa vu, plus grand que w, le rapport 

?- ne peut pas 6tre moindre que (v^2 — 1 ) ; il faut done quHl toit phu grand que 

(v^+ ])• D*ailleur8, cette condition entralne ]a premi&re; elle est done la seule 
condition de possibility du probl^me. 
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294. Remarque. Le triangle rectangle, dont le p^rimfetre est 2p et la lor- 
lace m', n'est possible que si Ton a : 

©nenconclut: m < ■■■ ^ ■- , ou m<pC\/5— 1\ 

V2 + 1 '' 

«t P>»»(v'2+l)- 

Ges in^alit^s n'eicluent pas les 6galit6s limites, 

m=p(v'2-l), p = m(v^ + l); 

car, dans cette hypothdse, les valeurs des inconnues restent r6elles et positives 
Elles fournissent done la solution des questions suivantes : 

V Par mi tous les triangles rectangles^ de mime pirinUtre 2p, quel est eefan 
dont la surface est la. plus grande possible? 

Cestle triangle dont la surface est m»=p»(v'2— l)*. II est isocMe; car 
les c6t6s de Tangle droit sont donn6s par la formule : «= y =.p (2 — ^2). LTiy^ 
pot6nuse jt = 2p (v^ — l) • 

T Parmi les triangles rectangles, de m^ne surface m», quel est celui dont U 
pirimHre est minimum ? 

C'est le triangle dont le p6rimltre est : 2p = 2m(v^2 + 1)* II est isocfele; eu 

lescdt^s de Tangle droit sont donnas par la formule : a; = y = mv^. L'hypo- 
t6ouse X = 2m. 

295. PROBLfiME VIII. Inscrire dans une sphere j de rayon R, un cylindrt 
dotit la surface totale, y compris les deux bases, soit iquivdlente d un cercU, 
de rayon donnS m. 

Si I'on nomme x le rayon de base et y la hauteur du cylindre, la g6om6tri« 
fournit imm^diatement les Equations suivantes : 

«» + |- = R», 2iial» + 27txv = «m»; [1] 

et cette derniSre deviant, en supprimant le facteur w, 

2x^ + 2xy=: m». [2J 

On d6duit de [2] : y = ^'"'^^' j 

et, en substituant cette valeur dans la premiere Equation [1], on a : 

(ml~2£V 
^ lea;' ^» 

chassant les dSnominateurs, et r^duisant les termes semblables , on obtient Te- 
quation bicarree : 

20a;* — (4m' + IGR^op' + m« = 0; fS] 

d'oi I'on d6duit : 

_ (m» 4- 4R»)± y/(m^ -h 4R^)' - 5m* , , 

Alo. B. I'« Partik 45 
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et par suite, » = y ^^^ . [&J 

Discussion. A la seule inspection de T^uation bicarr^e [3], on s'apercoitque, 

si les yaleurs de x^ sont rSelles, elles sont toutes deux positives, et elles four- 

. nissent . par consequent chacune une valeur r^elle et positiye de x. Mais il ne 

suffit pas que x soit reel et positif, il faut aussi que y le soit; par suite, on doit 

ayoir : 

m»— 2x*>0, ou »<-=. 16] 

Le probl^me aura dono antant de solutions qu'il y aura de valeurs de x four- 
nies par la formole [5], et satistoinant ft cette condition [6]. 

Pour que le probldme joit possible, 11 Caut d*abord que les valeura de % soient 
r^riles; il suffit, pour cela, comma nous r«voiifl dit, que Miles de «* la soienl; 
ce qui exlge seulement rin^galit^ : 

ou (jrt« +4FP — m»>/5)(i»* + 4R*+ «' V^) >0. 

Or le second facteur est positif; il faut done que Ton ait : 

m» + 4R*— in»V5>0- 

d'Oti in»^<-|SL, ou in«<RKv^ + l). [7] 

%/5— " 1 

Cette condition ^tant remplie, la plus petite valeur de x convient toojours \ 
la quesUoa; careUe satisfait, en outre, it Tin^alit^ [6], o'est-d,-dire que Ton a : 

< it; 



10 2 

ou, en cbassant les d^nominateurs, et transposant : 

4 (R»— m') < V (4R2-f m')»-5m<. 

Et, en effet, si m est plus grand que R, cette in^galit^ est ividente. Si, au con- 
traire, m est plus petit que R, les deux membres 6tant positifs, U est permisde 
les 61ever au carr6 (••4), et rin^galit^ devient : 

16(R< — 2R'ma-f m<) <16RH8R»m»+m*— 5m*, 

ou 20m<— 40R'm»<0j d'oii m'<2R*; 

ce qui est vrai. Le prohUme a done toujours une solution, dh que la eondt* 
tion [7] estvirifi^e. 

Pour que la plus grande valeur de x convienne aussi, il faut que Ton ait de 
mdme : 

m' + 4R» 4- V^(m=' + 4R2)2 — 5m< m^ 
10 ^ 2 • 

ou, en cbassant les d^nominateurs et r^duisant : 

^im^ + 4RV - btn* < 4(m» — R»). ' 
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Or si m est moindre qae R, cette in^galitS est ittposslbld, et, par consequent, 
la secoDcle solution n'existe pas. SI m est plus grand que R, les deux membres 
de rin^alitd itant positifs, on peut les 61e?er au carr6 ; ilvient alnsi : 

(m» + 4R')*— 5m«<16(m»— R»)«; d'oA m>>2R*. 

II faut done^ pour qu'il y ait deux sohuionsy que m* taU C4)mpris entre 2R' 

et R> (y/b + 1). 

20e. Rbkarque. On peut se rendre comptei de la mani^e suivante, des 
risultats que nous venons d'obtenir, 

L'^quation [2], Icrsqu^on y remplace y par aa valeur positive tir6e de [1] ^ 
donne, pour expression de la surface iotale du cylindre inscrit daas la spb^t : 

wm* = 2ic« (of + 2 >/k«— V) . 

Si Ton examine les yaleurs success iyes par lesquelles passe cette sur&ce 
lorsque le rayon x de la base augmente depuis jusqu'au rayon R de la sphere, 
on Yoit qu'elle est nulle pour a?=0; puiS) qu'elle augmente avec x jusqu'A une 

limite que le calcul fait connaltre, et qui, d*apr^ oe qui pr^oddei est «R'( V 6 + i 
la yaleor de x, qui foumit ce maximum, est, d'ailleurs : 



a; = -\/l0(5 + >/5). 

Puis, lorsque • augmente jusqu'i R, la surface diminue jusqu'li la yaleur 2icR^ 
qui correspond au cas oii, la hauteur 6tant nulle, le cylindre se r^duit k ses 
deux bases qui sont deux grands cercles. Or, en augmentant depuis z^ro jus- 
qu*au maximum, pour diminuer depuis le maximum jusqu'& 2nR^ il est^yi- 
dent que la surface du cylindre passe deux fois par toutes les valeurs com- 
prises entre le maximum et 2icR', et une seule fois par celles qui sont moindres 
que 2icR*. 

297. Quelques probl^mes sont consid^rablement simplifies 
par un choix habile de Tinconnue. £n void deux exemples : 

Probl£he IX. Trouver quaire nomhree en proportion , connaissant la tomme 
des moyens 2s, la tomme dee extremes 2s', et la eomme des carris des qua;lre 
termts 4q'. 

Prenons pour inconnue le produit a des moyens; leur somme 6tant 2«, ils 
sont (•••) racines de T^quation : 

et 4gaux, par consequent, k 

Comme le produit des extremes es' ^gal au produit des moyens, on yerra, 
de la m6me mani^re, que les extremes sont : 

En formant la somme des carr^s de ces quatre expressions, on trouye : 

4«' + ks** — kx\ 



228 LIVRE III. 

r^quation du probl^me est done : 

On d^duira de 1& la valeur de Xf ei, par suite, les qnatre termes de la propor- 
tion, qui sont, tout calcul fait : 



Remarque. II est natural de prendre pour inconnue le produit des moyens, 
parce que ce produit, pour chaque proportion, n'admet qu'une seule valeur. Si 
Ton cherchait, par example, k determiner un des moyens, on devrait les 
trouver tons les deux par le m6me calcul ; car rien ne les distingue dans 
Tenoned. L'^quation serait done au moins du second degrd. 

Pour que le problSme soit possible , il faut qu'on ait : 

8* < q\ s'^ < qK 

209. PROBLiiME X. Trouver une proportion^ conruiissant la somme 4s de 
ses termes, la somme 4q' de leurs carris, et la somme 4c^ de leurs cubes. 

Prenons pour inconnues la difference kx entre la somme des extremes et la 
comme des moyens, et le produit y des extremes ; d^signons par a, h, e, d, let 
quatre termes de la proportion; nous aurons : 



Ontiredel^: I ^t^ = f "^f' 



[1] 
[2] 



Comme Ton a : ad = y^ &c = y , [3] 

on en d6duit (tfttt) pour afh,e,dj les valours : 

a^s + x-^- v/(«H-a;/--y, 



I4| 



d = # + a? — VU-i-g) — y , 
b = s — x+y/{s-x)^ — yt 
c=^s — a?— ^ {s — x)'*^y» 

La somme des quatre carr^s est^ comme on le caicule facilement : 

8{«* + i') — 4y; 
et la somme des quatre cubes est : 

16«(s» + 3a^) — 125y; 
ce qui fournit les Equations : 

8 {s^ + x^ - 4y =4g», 
165(«H3ar») — 12yy = 4c»; 

cu , eD divisant par 4 les deux memLres de chacune d*elles, et en transposant 

I 2a;»-, y =g»-25', 

I 125a;»— 35y=c»— 4«^ ^ ^ 
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En r^solvant ces deux Equations, on trouve : 

eXf si Ton substitae les yaleurs de a; et de y dans les formules [4], on obtieni 
les quatre termes de la proportion. 

EXERCIGES. 

I. Uq voyageur part d'un point B, pour aller vers un point G, en mdme temps 
qu'un autre voyageur part de G pour aller vers B. Ghacun d'eux marche avec 
une Vitesse constante. Ges deux vitesses ont un rapport tel, que le premier 
arrive en G quatre heures apres qu*ils se sont rencontres, et que le second ar- 
rive en B neuf heures apr^s cette rencontre. On demande quel est le rapport 
des vitesses. 

Si Ton d^signe par x et par y les deux vitesses, par d la distance BG^ et par x 
la distance du point B au point de rencontre, on trouve les Equations : 

£— 1jz_? Inf — a * — q 

^ i> ^' a; 3 

et Ion en tire : - = -. 

y 2 

II. Trouver un nombre de deux chififres^ tel que, divis^ par le produit de ces 

deux chiffres, 11 donne pour quotient 5-; et que, si Ton en retranche 9, on 

o 

obtienne le nombre renvers^. 

Le nombre est 32. 

III. Trouver un nombre de trois chiffres, tel que le second chiffre soit moyen 
proportionnel entre les deux autres, que le nombre soit k la somme de ses 
chiffres comme 124 est ^ 7, et qu'en lui ajoutant 594, on obtienne le nombre 
renvers^. 

Le nombre est 248. 

IV. Trouver cinq nombres, en progression par difference, connaissant leur 
somme ba et leur produit p^. 

On trouve que le terme du milieu est ^gal k a, et que la raison y est donnie 

par requation : 

4ay« — 5aH/* + a* — p* =0. 

y. Trouver quatre nombres, en progression par difference, connaissant leur 
somme 4a et celle de leurs inverses r. 



En reprdsentant les quatre termes par x — 3y, «— y, * + y, « + 3y, on 
trouve que x = a, et que y est doone par rScfuation : 

9y* + 1 Oa (2b - a) y» + a«— 4a»b = 0. 

VI. Mener d'un point A, h. un cercle G, une s^cante de longueur donn6e 1, 
•t chercher les conditions de possibilite. On donne la distance a du point au 
centre, et le rayon R du cercle. 
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En d^ignant par y la perpendicuUire abaisste do rMti^mitS de U s^canta 
sur le diamHre qui passe par le point A, et par « la distance du pied de cette 
perpeDdiculaire aa centre, on trouye : 



= 53 — > y = 5? • 



Les conditions de possibility sont : si le point A est ezterieur au cercle, 

Z<«-fB, i>« — R; 
et si le point est int6riear, 

l<R-h«, i>R — 0. 

VU. On salt qae, ^nt donnte on point A et un cercle^ dont le centre est 
en et dont le rayon est R> on nomme polaire da point A une perpeodiculaire 
2lOA, men^e par un point X de cette droite^ tel que OXxOA=R'. Cela pose, 
deux cercles, de rayon R et R', 6tant donnas, on demande si un point M de leur 
plan peut avoir mdme polaire dans Tun et dans Tautre. 

II faut, pour cela, que les deux cercles ne se coupent pas; etysi cette condition 
rst remplie, en d^signant par d la distance des centres, on trouye, pour la 
distance du pdle au centre du cercle R, 



x = 



cP + R3l-R'ad=\/(R4-R'4-d)(R+R' — rf)(K — R'-|-d)(K — R'-d) 



Ud 



YIII. Staot donnaa une sph^, de rayon R, on proposeb de la couper par un 
plan tel, que le plus petit des deux segments sphSriques ainsi obtenus soit au 
cdne de m6me base, qui aurait pour sommet le centre de la sphere, dans un 
rapport donn^ m. 

On trouve que la hauteur du segment est donn6e par les formules : 

._A „ 3(m-H)-v/(m-f 1) ^^^T+l) 

2(m-fl) 

IX. M6me probl^me, en supposant que le cdne ait pour sommet rextr6mit4 
du diam&tre perpendiculaire k la base commune, situ^e dans te plus grand 
segment. 

OntrouTe: x=:0, a?=R — ^ . ., . 

X. fitant donn6e une sphere, de rayon R, la cooper par un plan tel, que la 
plus petite des deux zones aiosi d^termiuees soit k la surface lat^rale du cdne 
de mdme base, qui aurait pour sommet le centre de la sphere, dans un rap- 
port donn^ m. 

On trouve, pour la hauteur de la zone 

2m«R 



«=0, «= 



m' + 4* 



XI. M 6me probl^me, en supposant que le cdne ait pour sommet Pextr^mit^ du 
rliam>^tre perpendiculaire h la base commune, aitu^ dans le plus grand seg« 
dent. 
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On trouve : «=0, «=R \ -i— , 

in' • 

XIL Partagerun trap&zB, dontles bases scrota et&y en tm» parties propor- 
tionnelles k m, n, p, par des paraU^les auz bases. 
En d^signant par 9 et par y les longueurs des deux paralldles, on trouve : 

m-^n + p ' ^ m-i-n + p 

XIIL Insoira dans on oerele de rayom H, un trisDgfe isoceie^ ocnmaissant U 
somme a de la base et de la bauteur. 
En d^signant par x la moiti6 de la base^ et par y la bauteur, on trouve : 

2 (o— R) =fc \/4R» -f 2aK — a* a + 4Rq=2 v/4M2 + 2aR — a' 
' ^ = 5 ' ^= 5 • 

Djscuter et construire ces solutionai dice f uellea loiit lea oonditions 6» pos- 
sibilite, et dans quel cas il y a une ou deux solulioni. 

XIV. Un quadrilatdre ABCD 6tant doan^, on propose de eenstniire un secoad 
quadrilat&re A'B'Ciy, dont les cOtis soient respectiieBient parall^te» aoz cAfcSs 
du premier, ^galement distants de ceuzrci, de tella serte que Pake comprise 
entre les p^rim&tres des deux polygenes soit ^quiyalente k luxcarr^ m?. 

On suppose que le quadrilat^re A'B'C/D' enveloppe ABCD; si Pon dSsigne par 
2p le p^rimetre du quadrilat^re donn6, par g la semme des cotangentes des 
demi-angles de ce quadrilat^re, et par x la distance des cOt^s parall^les, on 
troa?e I'iquation : 

5«*+ 2px—m^=0, 

Discuter cette solution. Examiner si la racine negative pent s'interpr^ter^ en 
supposant que le quadrilat^re A'B'G'D' est interieur au quadrilat^re ABCD. 

XV. Etant donnas un cercle, de rayon R, et un autre cerde, de rayon —9 

tangent int6rieurement au premier, on propose de tracer un troisi^me cercle, 
tangent, k la fois, aux deux autres et au diam&tre qu' joint leurs centres. 

En dSsignant par x le rayon du cerclecbercb6, et par y la distance du centre 
du premier ceicle an point de contact du diam^tre et du cercle inconnu, on 
trouYe : 

4(m— 1)„ 3 — m_ 

^ (m+l)« * w+1 • 

f «=0, y= R. 

Discuter ei construire les solutions. 

XVI. Calculer les trois cdt^s x, y, y d*un triangle, sacbsnt que les yolumet 
d^crits par le triangle, en tournant autour de chaeun d'eux, son! Equivalents 
anx volumes de trois ^bires^ de rayons oc, p, y. 
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Ob troijye les relations : . a» «=p»y = ^r, 
•t, par suite, 

16a» 



«» = 






«l deux autres formules analogues pour y^ et %\ 

XVII* Inscrire dans une sphere, de rayon R, un cylindre dont le volume sdt 
fquivalent k la somme des segments sph^riques qui ont mfime base que lui. 

£d designant par x le rayon de base du cylindre, et par y la hauteur de I'lOi 
des segments, on trouve : 

5* cr=0, y=0. 

Construire la solution. 

XYIII. fitant donni un cercle, de rayon R, on m^ne, par un point C de* son 
plan, une tangente k ce cercle^ et Ton fait tourner k la fois, autour du dia- 
iD^tre qui passe par le point C^ la tangente et la demi-circonf^rence. On de- 
mande de determiner le point G^ de telle sorte que la surface conique, et li 
icmede m6me base qu*elle enveloppe, soient dans un rapport donn^ p. 

Si Ton d^signe par x la distance du point G au centre, et par y la distance da 
centre k la base commune, on trouve : 

I* » = (2p-l)R, y=^-^; 

f a; = R, y = R. 

Discuter ces solutions. 



CHAPITRE V. 

QUELQUES QUESTIONS DE MAXIMUM ET DE MUVIHUII. 

290. DEFINITIONS. Une quantity x est variable indSpendante^ 
lorsqu'on peut lui donner arbitrairement des valeurs quelcou- 
ques. Une expression alg^brique y est dite fonction de la varia- 
ble X, lorsqu'elle en depend de telle sorte, que, pour chaque 
valeur de a?, elie prend une valeur unique et d6termin6e. 

500. Variations, maximum et minimum d'une fonction. Lors- 
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qu'on fait croltre la valeur atlribu6ei a?, par degrfis insensibles, 
la valeqr de la fonction varie : mais elle peut 6lre tantdt crois- 
sante et tanttt d6croissante. Lorsque la fonction cesse de crollre 
pour commencer k d^croltre, on dit qu'elle passe par un maxi- 
mum : lorsqu'elle cesse de dferoltre pour commencer k croltre, 
on dit qu'elle passe par un minimum. 

Nous n'avons pas k exposer ici les ni^lhodes g6n6rales qu'on 
emploiepour determiner les maximums et les minimums des 
fonctions ; ces m^thodes trouveront leur place dans la seconde 
partie. Notre but est seulement de montrer comment la discus- 
sion de certains problemes du second degr6 fait connaltre des 
liinites que les fonctions ne peuvent pas franchir. Lorsqu'on 
cberche, en effet, k rendre une fonction 6gale k une quantity 
domi6e, le probl^me n'est ordinairement possible que sous cer- 
taines conditions. II faut, dans la plupart des cas, que la quan- 
tity donnSe soit comprise entre certaines limites que la discus- 
sion determine, et qui indiquent la plus grande et la plus petite 
valeur que puisse prendre la fonction. Nous avons d6}k ren- 
contre quelques-uns de ces problemes dans le chapitre prece- 
dent (291, 295, 29S). Nous en donnerons ici quelques autres 
exemples. 

$ 1. Kaximam ou minimum d'une fonction d'one seule variable 

ind^pendante. 

501 . ProblAme I. Partager un nombre donni 2a en deux par- 
ties dont le produit soil maximum. 

Ghacune des parties etant plus petite que 2a, le produit ne 
peut atteindre le carre de 2a; il y a done un maximum. 

D6signons par a? Tune des parties; Tautre sera (2a— a?), et le 
produit serax (2a — x). Cherchons a rendre ce produit egal k 
une quanlite donn^e m, en posant ; 

x (2a — a?)==m, 

ou x^ — 2ax + m=0. [1] 

11 faudra, pouj cela, que Ton prenne : 



x=adt^a^ — m. , [2] 

Or, pour que le problfemesoit possible, il faudra que les va- 
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leurs de x soient rfelles, c'est-i-dire que m ne soit pas sup^ 
rieur k a\ Si done od peut prendre a^ ponr valeur de m, ce sera 
le maximain da prodoit Or, si Ton -suppose in=a% la for- 
mule [2]donne,s=a; et par suite^Sa — rr=a. Ges sol aliens 
soot accept ables ; done, pour partager un nombre en deux parties 
dont le produit soU maximum^ U favU le partager en deux parHes 
egales, 

n n'y a pas de minimum; car on pent donner & mune valeor 
quelconque inf^rieiire ka^; il y aura toujours onesolotion. 

On peut ddmontrer directement ce tb^or^me. Repr^sentons 
Tune des parties par (a — x)^ Fautreesl (a'\-M); et knr produit 
(a— «) («+*)> ou (a* — J5*), toujours infteieur it a*, est d'autant 
plus grand que z^ est plus petit. Le maiimum correspond done 
au minimum de z\ c'esV4-dire au cas oiis = 0, c'est-iiHlire ot 
cbaque partie est 6gale a a. 

On Yoit d'ailleurs ais^ment que le produit est nul, quand le 
premier facteur est nul ; qu'il augmente avec ce facteur jus- 
qu'au maximum, et qu'il diminue ensuile et rede?ient nul, 
quand ce facteur devient ^1 k 2a. 

808. Ce probl^e fournit la solution des questions suivantes : 

1* Parmi tout les rectangles de m^me pMmetre 2p, qttel est celui dont la 

surface est maximum? 
La somme de la base et de la hauteur est consUnte et ^ak kp; done Taire, 

qui se mesure par leur produit, sera maximum lorsque les deux longueurs seront 

6gales. Le rectangle maximum est done le carrS dont le cdt6 est -p. 

2" Parmi les triangles de mime p4rimitre 2p, et de m4me base a, quel est 
celui dont la surface est maximum? 
L*ain du triangle, dont les trois cOtde sent a,b, e,ett: 



s=Vp(p— «) (p— b)(p— c>; 

elle atteint son maximum en m^me temps que S*. Or les facteurs p et (p —a) 
6tant constants, on peut les supprimer, et se borner k determiner le maximum 
du produit (p — h) (p — c); car ce dernier produit augmente et diminue avec le 
premier. Or la somme des deux facteurs (p — b) et {p^e) est constants et 
^gale a a; done le produit sera maximum si les deux fkcteurs sent ^gaux, ou 
si &=c, c'est-k-dire si le triangle est isoc^le. 

503. ProblIime II. Decomposer un nombre p* en deux facteun 
positifs dont la somme soit minimum, 

Jedis que la somme sera minimum, quand les deuxnombres 
seront 6gaux k p^ Car on Tient de d^montrer (301) que, si la 
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somme de deux nombres est ^ale k dp, leor produit ne peut 
surpasser p\ c'est-^dire le carr6 de la demi-somine. Done, si 
cette somme est moindre que 2]?, le produit ne peut atteindre 
p*. Par consequent, pour que le produit soit ^gal kp\ il fautque 
la somme soitaumoins 6gale k 2p. Dodc 2p est le minimum de 
l^ somme de deux nombres dontle produit est p*. De 1^ ce th^o- 
r6me : Pour dicomposer im nombre en deux facteurs dont la somme 
soii mintmnm^ il faut le dicomposer en deux facleurs igaux. 

On peut appliquer k la resolution de ce problime la m^thode 
dun"" 501. D^signons, en effet, Tun des facteurs par x\ Tautre 

sera^/etleur somme sera (a? +^]. Cherchons k rendre cette 

somme ^gale k une quantity donnie m^ en posant : 

x-f-~=w, ou a^— mx+|)'=0. [1] 



II faudra, pour cela, qud'on prenne : 



«?= ^-^ ^. [2] 

Or, pour que le problftme soit possible, ilfaudra que les valeur:^ 

de X soient reelles, c'est-Mire que m* soit au moins igal k kp^. 

Si done on peut prendre m*=4j[>*, ou m=2p (car il s'agit de 

nombres positifs), ^ aora le minimum de la somme. Or, si 

fn 
Ton posemsSp, la fofmuie [2] donne a; = -^^ ou x=p. Gette 

solution acceptable conduit au th6or&me enonc6 plus bauL 

II n*y a pas de maximum : car quelque grande que soit la 
valeur attribute jtm, dtequ'elle surpasse 2p, le probl^me est 
toujours possible. 

Ainsi la somme des deux facteurs, d'abord trfts-grande quand 
^ est tris-petit, diminue quand x augmente, jusqu'au mini- 
mum 2p; puis eUe augmente ind6finiment, quand x crolt indfr- 
finiment. 

M4. Ct proUdDie fooralt la soltttion de la queBtion svifante : 
Parmi tons les rutangk^ di m^wM surface s^, quel est eeluidont UpMmitre 
f^ vUnimumf On trouTera ais^meat que c'est le carri dont le c6t6 est s. 

•105. Probl£:he III. Inscrite dans un triangle, dont la base esth et la /uiu- 
^v h, un rectangle dont la surface soit magimum. 



S3d LIVRE III. 

Pour inscrire un rectangle dans un triangle, on m^ne une paralllle quel- 
conque k la bise, et par les points oil elle coupe les deux autres cdtes, on 
abaisse des perpendiculaires sur la base. Or on comprend que, si la parall^le 
est men6e dans le voisinage du sommet, la surface du rectangle est tr^s-petite; 
que cette aire augmente jusqu'iL une certaine limite, k mesure que la paral- 
l^le s'6loigne du sommet; mais qu'elle diminue ensuite jusqu*li zero, lorsque 
la parall^le se rapproche ind^finiment de la base. La surface a done un 
maximum. 

D^signons par x la hauteur et par y la base du rectangle (parall&les respecti- 
vement k la hauteur et k la base du triangle) ] et cherchons k rendre la surface 
6gale k une quantity donnie m, en posant : 

xy = m, [I] 

La g^om^trie foumit ais6ment^ entre les deux Tariableg op et y, la relation : 

6- h ' f^J 

qui permet d'^Uminer y de T^quation [1]. On a ainsi: 

S = *»• [3] 

Au lieu de rSsoudre cette Equation, et de discuter les conditions que doit 
remplirm, pour que o^soitr^el, on pent remarquer que le maximum de Tex- 
pression [3] a lieu en m§me temps que celui du produit x {h— a?), qui n'en 

di0'eie que parle facteur constaDtr. Or les deux facteurs x et (h—x) ont une 

somme constante h : done, s'il est possible de les rendre ^gaux, on obtiendra 
ainsi le maximum cherch6. Or, pour rendre ces facteurs 6gaux, il faut poser 

»= - , et par suite, y = ^. Ces valours sont acceptables. Done, pour inscrire 

^ns le triangle un rectangle maximum j il faut mener la paraUele d la hose 
par le milieu de la hauteur. D'aiileurs la surface de ce rectangle est : 

cy = -7-' ^^^ ^^ ^ moiti^ de celle du triangle. 

806. PROBLfeitE IV. Circonscrire d une sphdre donnSe, de rayon R, un cdne 
dont le volume soit minimum. 

Pour circonscrire un cdne quelconque k une sphere, on considere un grand 
cercle; on trace un de ses diamfelres, puis la tangente k Tune des extr6mit6s 
de cediam^re, et une tangente quelconque que I'on prolonge jusqu'i la pre- 
miere d'une part, et jusqu*au diamfetre, de I'autre. Puis on fait tourner autour 
du diam^tre lademi-circonf^renceetle triangle formS par ces trois droites; 
ce triangle engendre le cdne. 

Or on voit ais^ment que, lorsque la seconde tangente est k peu pr6s paral- 
IMe k I'axe, le volume du c6ne, dont la hauteur est trfes-grande, est lui-mfime 
extrfimement grand ; qu'k mesure que la tangente s*incline, le volume diminue 
jusqu'4 une certaine limite; et qu'il crolt ensuite ind^finiment, lorsque la tan- 
gente mobile tend k devenir parallftle k la tangente fixe, parce qu'alors la base 
croit ind^finiment. Le volume a done un minimum. 
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Pour le d^terminer^ d^signons par x la hauteur du cdne, et par y le rayoo 
de sa base; et cherchons k rendre son volume 6gal 4 une quantity donn^e m, 
en posant : 

-izy^zzzm. [1] 

La g^omStrie fournit ais6ment, entre les variables « et y, la relation : 

qui permet d'^liminer y de I'^quation [1]. On a ainsi : 

On pourrait rSsoudre cette Equation, et discuter les conditions de possibility 
du probl^me : on en d^duirait le minimum de m. Mais il est plus simple de 

remarquer que, lefacteur-icR> 6tant constant, on peut le supprimer, et que 

le minimum de rexpression [3] a lieu en m£me temps que celui de I'expression 

s? 
^-^, Or le minimum de cette demidre correspond au maximum de Texpres- 

, «-2R 
sion renversee =—. 

X* 

D'aiUeurs, on a identiquement : 

g—2R _ 1 /i_?R\_J_ ?R /^i_-2R\ 

1 5R / 2R\ 
et Ton voit, qu'abstractionfaitedufacteur constant—, le produit — (1 j 

se compose de deux facteurs dont la somme est constante et ^gale k 1. II sera 

done manmum quand les deux facteurs seront 6gaux k - , c'est-k-dire quand 

on aUra af=4R. Cette valeurde »est acceptable : car x peut varier depuis 2R 
]usqu'^ rinfini. 

Ainsi le c6ne minimum ^ eir consent d une sphere ^ a une hauteur double du 
diametre de la sphere. Son volumej deduit de Texpression [3] , est 6gal k 

?wR»; il est double de celui de la sphire, Sa base wy^ tiree de Tequation [2], 
3 

est6gale k2nB?; elle est double de Vaire d^un grand cercle. Enfin, sa sur- 
face totale iry y^aJ* -h y» + nt/*, est 6gale kSirR^; elle est double de la surface 
de la sphere. 

507. PROBiiiME V. Trouver entre quelles limites peut varier le 
trinome ax* + ^^^ "I" c. 
Cherchons d'abord h rendre ce trinome 6gal k m, en posant : 

ox' f to + c= f». [1] 
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En rfesolvant cette Aquation, on trouve : 

. *= — T t*^ 

Pour que le problftme soit possible, il faut que Ton ait : 

6* — 4ac+^^>0> ou 4am>4ac — 6*. [3] 

Mais, pour tirer de cette in6galit6 la limite que m ne doit pas 
d^passer, il faut distinguer deui cas. 

P 5i a est positif, on pent diviser les deux membres par 4a 
(210) ; et il vient : 

Ainsi, dans ce cas, le trinome pent recevair touu valeur plus 

grandeque — j— ^ ; ilpeut mtme atteindre cette limite qui est sa 

valeur minimum. 

2" Si a est nigatiff en divisant Tin^galitA [3] par 4a, on change 
son sens (SiO); et il vient : 

^kac — ft* , , 

m< . [5] 

Ainsi, dans ce cas, k trinome peut recevoir toute vakur inft- 

rieure A — -r ; U peut mime atteindre cetU limite^ qui Msavch 

leur maximum. 
Dans chaque cas, la valeur minimum ou maximum de m an- 

nule le radical : et la valeur correspondante de x est « 

On peut maintenanl Aludier facilement les variations du tri- 
nome. On a vu, en effet (258), quele trinome peut toujours fitre 
mis sous la forme : 



^+W+-4Hr-} 



Or, lorsquea? passe, par degr6s continus, de -co i+oo, le 
termera?4-— j , toujours positif, part de+oo, diminue, puis 

s'annule pour a? = — — , puis crolt jusqu'i+oo : son minimum 
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est z£ro. La qaantit6 entre crochets, ne diff^rant du terme con* 
sid£r£ que par une quantity constante — r-i — ypartausside 

-f-oo, diminae, atteint son minimum — ^- y quand^=:— ^t 

puiB crott indfifiniment ayec x. Et, lorsqu*on la multiplie par a 
pour former le trinome, le prodnit subit des variations qui sont 
dans le m£me sens, si a> 0, et en sens contraire, si a<0. 
Done, si a estpoHtify le trinome part dc +<»> dimirme jusqu^i 

un certain minimwfn — ^ puis croUjusqtCi -|- oo. Si a est n&- 

gatify U part de — », croUjusqu'a un certain maximum — p 

puis dicroit jusqu^a — oo . 

508. Probljihe YI. — Trouver entre quelks limites peut varier 

la fraction 

ax* -I- />.x 4- c 

a'x'-rO'x-^-c'' 

Gherchons d*abord h rendre cette eicpression 6gale h m, ct 
posons en consequence : 

« 

ax*-\-bX'{- c J. - 

a'x^+b'x+c'"^^ L^J 

On en d6duit : • 

{a^a'm) x^-\'{b — 6'm)a?+(c— c'm) = 0: 
d'oii: 



— (6— 6'm)± i/f/? — 6'm)* — 4 (a—a'm) (c-^c'm) 

X^rri i 

2 (a — a'm) 
on, en ordonnant par rapport i m sous le radical : [2] 

2 (a — a'm) 

Pour que le problfeme soit possible, il faut choisir la valeur 
attribute & m, de mani^re que la quantity plac^e sous le radical 
ne soil pas negative, c'est-Ji-dire que Ton ait : 

(y*-4aV)w'— 2(66'— 2a(?'— 2ca')m+-(i>*— 4ac)&0 [3] 
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Distinguons trois cas. 

!• (6'* — 4a'c') est posilif. Dans cecas, si les racines du trinorne, 
qui forme le premier membre de I'in6ga1it6 [3], sont r^elles et 
in^galesy le trinorne sera positif (266), c*est-^-dire de mdme 
signe que son premier terme, pour toutes les valeurs de m plus 
petites que la plus petite ou plus grandes que la plus grande : il 
sera n^galif pour toutes les valeurs de m comprises entre ces 
racines. On ne pourra done donner k m que deux series de va- 
leurs, Tune comprenant tous les nombres depuis — a> jusqu'A 
la plus petite racine qui sera un maximum^ I'autre comprenant 
tous les nombres depuis la plus grande racine qui sera un mi" 
nimum jusqu'^ + oo. 

Si, au contraire, les racines du trinorne sont r6elles et 6gales, 
ou imaginaires, le trinome conserve (267, 268), pour toute va- 
leur de 7n, le signe de son premier terme : il est done toujours 
positif, et m peut recevoir toutes les valeurs sans exception. II 
n'y a, dans ce cas, ni maximum ni minimum. 

2* (6'' — 4a'c') est n^gatif. Dans ce cas, les racines du trinome 
ne sont jamais imaginaires : car, si elles pouvaient I'^tre, le tri- 
nome serait n^gatif pour toute valeur attribute k m. Par suite 
les valeurs correspondantes de met de x ne seraient jamais 
r6elles k la fois. Or cette conclusion est inadmissible ; car, d'a- 
prfes la forme de Tequation [1], toute valeur reelle, attribute kx, 
fournitpourmune valeur r^ellecorrespondante. Les racines sont 
done r^elles. Jtfais elles Tie peuvenl pas ^tre 6gales ; car, si elles 
r6laient, le trinome serait n^gatif pour toute valeur de m, k 
Texception d'une seule (267), qui Tannulerait : les valeurs 
correspondantes de w et de a? ne seraient done k la fois r^elles 
que dans un seul cas; conclusion 6galement inadmissible, d'a- 
prfcs la forme de r^quation [1], toutes les fois que, comme on 
le suppose ici, la fraction [1] n'est pas independante de x. Les 
racines du trinome sont done r6elles et in6gales. Le trinome 
est done posilif, c*est-^-dire de signe contraire k son premier 
terme, pour toute valeur de m comprise entre les racines : il 
esl n6gatif pour toute autre valeur. On ne peut done attribuer 
k m, que des valeurs comprises entre la plus petite racine qui 
est un minimum^ et la plus grande qui esl un maximum. 

30 (5's — 4a'^ estnul. Dans ce cas, la quantite plac6e sous le 
radical est du premier degr6 en m : on r^sout alors Tin^galit^ [3] 
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comme il a €ik dit (210). On salt qu'il ya un maximum ou un 
minimum, selon que le coetGcient de m est n^gatif ou positif. 

Ainsi, pour que Vexpression [I] aU un maximum et un mini- 
mum, il faut et il suffit que les radnes du trinome, qui forme le 
premier membre de Vinigaliti [3], soient rMles'et inigales : ces ra- 
dnes sont elles-mimes le maximum et le minimum^ et les valeurs 
correspondantes de x sont foumies par la formule^ 

_ ^{h^b'm) 
^-" 2(a— a'7n)' 

dans laquelle on remplace m par ces racines, 

ox^ - i— hx ! c 
509. Variations de l'expression , ,T^. ; , > Si Ton veut 

ax^-f-bx-j-cf 

determiner les variations que subit une fraction du second de- 

gr6, quand x crolt de — » i -j- <», on commence par calculer, 

d'apres la mSlhode pr^c^dente, le maximum et le minimum 

dont elle est susceptible , et les valeurs correspondantes de x. 

Puis on 6gale successivement k z£ro le num^rateur et le deno- 

minateur de l'expression , pour trouver les valeurs de x qui la 

rendent nulle ou infinie. Enfin on determine les valeurs parti- 

culi^res de la fraction , correspondantes h x=^± ct> ^ ei k x:=^0. 

On fait Tin tableau des valeurs de la variable ainsi obtenues, en 

les rangeant par ordre de grandeur, et Ton place en regard les 

valeurs correspondantes de la fonction. II est facile d'en d^duire 

les variations que Ton cherche. Prenons un example. 

«*— 3a?+2 
Soit la fraction : y= -= — r ^. 

Comme (b'^— 4aV) est positif, on tombe dans le premier cas; en ^galant la 
fraction a m, on trouve que les racines du trinome sont : 

3-2 x/2 3 + 2v/2 . 

m' est un maximum; m' est un minimum. Les valeurs correspondantes de « 
soDt : 

«'=10— 6v^, «*=10 + 6V'2. 

Les valeurs do x,qm annulent la fraction, sont les racines de Tequation : 

«2 — 3a;-h2=0; 

ellessont 1 et 2. Les valeurs, qui la rendent infinie, sont les racines de r6qua- 

tioQ : 

«2— 2ap — 8=0; 

Alg. B. !'• Partus. 16 
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elles sont —2 et 4« Eafin, pourx=:i:oo, la fraction prend la Taleur 1; et 
pour 0^=0^ elle est 6gale i -- 7- 
Ainsi la fraction propos^e pent s*4crire : 

On forme done le tableau suiyant : 

«=— 00, —2, 0, 1, 10— ev'J, 2, 4, 10 + 6 \/2, +•; 

,, . 1 ^ 3-2 v/2 ^ ^^ 3 + 2v^2 ., 
!r=+l, ±00,— j# 0, ^-^, 0,=Foo, — , +1. 

Quand x crolt de — oo & — 2, y, qui est positif, puisque ses quatre facteun 
sont n^gatifsy crott depuis + 1 jusqu'li +00. Elle change alors de signe, car le 
facteur (« + 2) devient positif; elle passe brusquement de +ao k — oo : puis, 

« continuant k croitre depuis —2 jusqu'i 0^ de i 1^ et de 1 jusqu'a 

10—6^2, Pexpression crolt depuis— 00 jusqu*i — -, de •»-- 4 0^ et de 

3— 2\/2 

jusqu'au maximum — ^-i--. A partir de Ik, quand x augmente Jusqu*2i 2, el 

depuis 2 jusqu'i 4, elle diminue du maximum &0, et de & — 00 : puis elle 
passe brusquement de — 00 & + 00 ; car ses quatre facteurs sont alors positifs ; 

elle diminue ensuite jusqu*au minimum — ——, quand x crolt de 4 i 10 + 6 ^; 

et; quand enfin x croit de 10 + 6 V^2 jusqu*i + 00^ elle augmente depuis le mi- 
nimum jusqu'& + 1. 

510. PROBLfeME VII. Deux variables x et y itant liies ensembh 
par une Equation du second degri : 

ay^+bxy+cx^+dy-\'ex'{-f=0^ [1] 

trouver ks vakvrs extrimes que puisse prendre I'une d^ellesy x par 
exemple. 
Si I'on rtsout r^qualion par rapport k y, on aura : 



'-bx — ddi}/(b^ — kac)x*'{-2{bd — 2ae)x + d'' — kaf , , 

y = 2a ' ^^^ 

ou f en posant : 

6*— 4ac=m, bd — 2ae = n, d* — kaf=Pf 



Pour que y soit r6el, il faut que x soit choisi de mani&re que 

Ton ait ! 

ma;'-}-2na7+p>0; [4] 
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et Ton a vu (270) comment on pent, dans les difI6rents cas, 
dMuire de Tin^galit^ [4] les limites entre lesquelles la valeur 
de X doit 6tre ou ne pas £tre comprise. 

511* RI:6LE g£n]£rale. Les exemples^ que nous venons de 
r6soudre, suffisent pour montrer comment on procide, en al- 
g^bre 616mentaire, k la recherche des maximums et des mini- 
mums de certaines fonctions du second degr6, qui ne depen- 
dent que d'une seule variable ind6pendante. On itudie d^abord^ 
autant que possible^ la marche de la fonctwriy pour reconnaitre 
V existence du maonmum ou du minimum. On choisit ensuite cer-- 
taines variables foumies par la question ^ et Von exprime la fonction 
au moyen de ces variables. Puis on egale I'expression a m, et l*on 
6crit les ^-quations^ que fournit l*enonc6y entre les diverses variables. 
Ces equations permettent de diterminer la variable indepmdante en 
fonction de m; et la discussion des conditions de possibiliti du pro- 
bUme fait connattre les limites qui foumissent, s'il y a lieu, Ic 
maximu/m et le minimum de V expression. 

312. Remarque. Gette m^thode est, il faul Tavouery fort res» 
treinte; car elie ne s'applique qu'aux fonctions du second degr6. 
D'un autre c6t6, elie ne semble pas naturelle; car, au lieu de 
conduire k la d6couverte du maximum et du minimum d'une 
fonction par des raisonnements bas^s sur la d^Gnition g^n^raie 
(500), elie donne, en quelque sorte, accidentellement les r6sul- 
tats, puisqu'eile les d^duit des conditions de possibility d'un 
problfeme, qui n'est pas le probl6me propos6. 

D^s lors, il n'est peut-6tre pas sans int^rAt de montrer, que les 
r^sultals qu'eile fournit satisfont k la d6finition g6n6rale. Repre- 
nons, dans ce but, le probl6aie VI (308); et consid6rons, pour 
fixer les id6es, le cas oil (6'^^4a'c') est positif. On salt qu'alors, 
si les racines du trinome du second degr6 en m sont r6elles el 
in^gales, la fraction ne peut recevoir aucune valeur comprise 
entre elles : la plus petite m' eslun maximum, et la plus grande 
m" est un minimum de la fraction. D6signons d'ailieurs par x* et 
par xl' les valeurs correspondantes de x, 

Ce qui caracterise (300) le maximum M d'une fonction, c'est 
que, si I'on appelle a la valeur de x qui correspond k ce maxi- 
mum, la substitution de {a — h) et de (a + /i) St a; fournit des va- 
leurs de la fonction inf6rieures k M, pourvu que h soil sufflsam- 
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ment petit. De plus, ces valeurs different de M, a cause dt la 
continuitiy de quantitis aussi petites que Ton yeut. Or x' et m' 
remplissent ces conditions., En efTet, quand x varie par degr^s 
insensibleSy la fraction m varie aussi d'une mani&re continue. 
De plus, pour ^=0/, mprend la valeurm'. Enfin, quand on 
pose : a?=a?' — A, et rr=a?'-(-/i, h 6tant sufflsamment petit, les 
valeurs de m ne peuvent 6tre qu'inKrieures h m'; car elles doi- 
vent en difKrer trfes-peu, et elles ne pourraient lui fetre sup6- 
rieures sans 6tre au moins 6gales k m*", puisque m ne pent re- 
cevoir aucune valeur comprise entre m' et m". 

On montrerait, par des raisonnements analogues, que af et 
m" satisfont aux conditions impos^es par la definition au mini- 
mum d'une fonction; et que, dans les autres cas oCi la fraction 
du second degr^ est susceptible d'un maximum et d*un mini- 
mum, la mithode ^l^mentaire fournit des r^sultats qui v6ri- 
fient aussi la definition g^n^rale. 



§ II. Maximum ou minimum de quelques fonctions d'un degr6 sup^rieur 

au second. 



515. PROBLfeME VIIL Partager un nombre donni a en n parties 
dont le produit soil le plus grand possible. 

Ghacune des parties 6tant moindre que a, leur produit ne 
pcut pas atteindre a" : il est done susceptible d'un maximum. 
D^composons le nombre a en n parties positives quelconques, 
^9 y> *?•' • 'Uft, de telle sorte que Ton ait : 

Leur produit est : xjjz ut. [2] 

Or, supposons que deux facteurs re et y ne soient pas 6gaux, cl 
remplagons-les , Tun et Fautre, dans le produit, par leur demi- 

CD I 17 

somme , nous aurons le nouveau produit : 



2 

x-\-y x4-y 



z. . . ut. 



Comme la somme des deux premiers facteurs n*a pas tt6 alt£- 
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r6e, ce produit satisfait encore k la condition [1]. Mais, cprnme 
ces facteurs sont devenus 6gaux, on a (301) : 



^x + y x-\-y 



e\p par suite. 



. ^xA-y x4-y ^ ,^- 

xyz .\ . . ut<i—^ . —^ .z ut. [3] 

Le produit [2] n'est done pas maximum. Ainsi, un produit de 
facteurs positifs variables dont la somme est constante, ne peat 
pas 6tre maximum, quand ces facteurs ne sont pas 6gaux. 
Ggmme le maximum existe, on doit en conclure que It produU 

est maximum, quand tous les facteurs sont egaux a - . 

514. Rebiarques. Nous supposons, dans le raisonnement pre- 
cedent, que tous les facteurs soient positifs. Sll n'eu ^tait pas 
ainsi , le produit n'aurait pas de maximum ; car la somme des 
fsicteurs restant la m6me, leur valeur absolue pourrait augmen- 
ter ind^finiment ; et, si le nombre des facteurs n^gatifs 6tait 
pair, le produit serait positif et aussi grand qu'on le voudrait. 

Notre raisonnement suppose, en outre, qu'il est possible de 
rendre igaux tous les facteurs. On doit toujours yerifier cette 
condition , lorsqu'on veut appliquer le th^or^me. 

518. ProblAme IX**Partager un nombre a en deu^ parties x, 
y, telles que le produit \^p soit maximum, p et q 6tant des nom-' 
bres entiers donnds. 

Les conditions du maximum ne sont pas changfees, si Ton 

substitue au produit x^y^ la fraction -^, qui n est autre que 

ce produit divis6 par un nombre constant p'^g'. Or cette fraction 
pent s'6crire : 

•^ X X X V V ^ y 

p p p q q Q 

■ elle est done un produit de (p+q) facteurs, dont la somme 
(x+y) est constante et 6gale h a. Si ces facteurs 6taient ind6- 
pendants entre eux, et n'6taient assujetlis qu'k la condition 
d'avoir une somme constante, si Ton consid^raif, par exemple, 
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le produit V^^x^Wt. . . x;yiyt. • . y„ on obtiendrait (515) le maxi- 
mum de Pi en posant : 

__ a 

x^ — 3?2 — . . . . — x^ — i/i — y% — . . . . — t/g — I > 

/ a \'»+« 
et ce maximum serail : [ —r- i '. Mais certains facteurs de P 

devant rester 6gaux, le raisonnement du n"* 515 n'est plus ap- 
plicable. Toutefois, les valeurs de P sont ^videmment toutcs 
comprises parmi les valeurs de Pi; le maximum de P ne peut 
done surpasser eelui de P|. D*ailleurs il lui est^gal, si Ton pose 

-=-=--7--. Doncle produit icV est maximum lorsque lesdeux 

parties oret y de a sont proportionnelles aux exposants p et 9. 
On prouvera de m6me que, pour partager a en n parties 
«» !/> ^» . . . • i*> ^ telles que le produit afyh"^. . . . wn+ soit maxi- 
mum 9 il Taut satisfaire aux conditions, 

X y z u t 



— — • • • « — , • 



516. PROBLiME X. Dicomposer un nombre p en n facteurs posir 
Hfs, dont la somme soit la plus petite possible. 

Je dis que la somme sera minimum, quand tons les nombres 

seront 6gaux k J'p; car on vient de d^montrer (515) que, si la 
somme de n nombres est^galeSinv'^, leur produit ne peut sur- 
passer (v'p)* ou p, c'est-k-dire la puissance tT* de la n"* partie 

de la somme. Done, si cette somme est moindre que n\/pf le 
produit ne pourra pas atteindre p. Par consequent, pour que le 
produit puisse 6tre 6gal k p, il faut que la somme soit au moins 

6gale k n^p' Done n y'p est le minimum de la somme ; et, dans 

ce cas, toutes les parties sont 6gales k \/p . 

517. ProblI:me XL On donne le produit xPy'> = P. TrouverU 
minimum de la somms x+y. 

Je dis que ce minimum correspondra au cas oft- = -. 

En efTet, d^signons par a et p deux nombres satisfaisant au 
deux conditions : 

«pp^ = p. 2 = P. 

p q 
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On vient de d^montrer (518) que, parmi tous les nombres x 
eiy qui ont pour soinme («+p), les nombres « et p sont ceux 
qui donnent au produit afy^ sa plus grande valeur. Si done 
deux nombres x eiy ont unc somme moindre que (« + ?)• le 
produit x'y* sera, a fortiori, moindre que a'p«, c'esl-i-dire que 
P. Par suite, pour que le produit afy'' soit 6gal k P, il faut que 
{x + y) soit au moins ^gal i (« + P), qui est, par cons6quent, sa 
valeur minimum. 

518. Remarque. Les trois problSmes (503), (316), (317), 
sont, en quelque sorte, r6ciproques de ceux que nous avons rd- 
solus n** 501, 513, 518. Celle reciprocity, entre certains pro- 
bl&mes de maximum et de minimum, pent 6tre formulae, 
comme il suit, d'une manifere g6n6rale. 

Si une qiuintite Y Mant donnSe, une autre quantity X est mem- 
mum dans certaines dr Constances; X itant donn6e a son tour, Y 
sera minimum dans les mimes circonstances^ pourvu que le maxi- 
mum de X diminuCy quand la valeur donnie de Y diminue elk- 
mime. 

En efTet, soient B la valeur donn6e de Y, et A la plus grandc 
valeur de X qui puisse se concilier avec B. Si Ton donne k Y 
une valeur h moindre que B, la valeur maximum correspondante 
de X sera, par hypolh^se, moindre que A. Done, pour que la 
valeur de X puisse 6tre 6gale it A, il faut que celle de Y soit au 
moins 6gale k B. Par suite, B est la moindre valeur de Y qui 
puisse correspondre k la valeur X = A, c'est-k-dire la valeur 
minimum de Y correspondant k la valeur A de X. 

EzEMPLE. On d^montre, en g6om6trie, que la circonf6rence de cercle est la 
courbe qui, sous une longueu): donn6e, renferme la plus grande surface. II en 
r^sulte qu'elle est la courbe qui, avec une aire donn^e, a le plus petit p6ri- 
m^tre. 

310. PaoBLfisfE XII. Inscrirey dans une sphdre de rayon donni R, un cy- 
lindre dont le volume soit maximum. 

Lorsque le rayon de base du cylindre est tr^s-petit, le volume a une trds- 
petite valeur. Cette Valeur augmente k mesure que le rayon crott. Mais cet ac- 
croissement a une limite ; car, lorsque le rayon devient h peu pr^s 4gal & B , 
la hauteur devient tr^s-petite, etpar suite le volume est presque nul. 
. D6signons par x le rayon de base, et par 1y la hauteur d'un des cylindres 
inscriU^ ; son volume V aura pour expression 2 itx^y. D'a' Ueurs la g^om^trie donne, 
entre a et y, la relation : 

x^^y^=RK [1] 
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On en conclut, en ilimmant «, 

V=2)ry(R»-y>). [?] 

Or le maximum de cette expression correspond & la m^me yaleur de y, que celui 
de y(H'— y')* Mais ce produit n'estpas du second degr6; et il n'est pas possible 
d'appliquer la m6thode ordinaire (8 1 1 ) ^ la recherche de son maximum. On ne pent 
pas non plus decomposer I'eipression en facteurs^ et T^crire : y (R+y) (R — y]} 
ou en la doublant, y (R + y) (2R — 2y) ; car, bien que les trois facteurs aient alors 
une somme constante et 6gale 2l 3R, il n*est pas possible de les rendre 4gaux 
eotre eux. Mais, si Ton 6Uve le produit au carr6, ce qui donne y' (R*— y^S on 
remarque que Ton pent coDsid^rer y' comme la variable , et que la somme des 
deux facteurs y' et (R*— y*] est constante et 6gale k R\ Par suite, en vertu du 
thiordme (815), si Ton peut choisir pour y une yaleur satisfaisant II la pro- 
portion : 

cette yaleur correspondra au maximum cherch^. Or de T^quation [3] on tire : 

2R» 

et, par suite, a' = — . 

Ces valours de « et de y sont admissibles; car elles sont rielles et inf4rieur«s 

4icR* 
au rayon R. Le volume maximum du cyUndre a done pour yaleur : V = =. 

3v^3 

320. II a quelquefois avantage k ramener la recherche du 
minimum d'une fonclion & la recherche du maximum de la 
fonction inverse. 

PROBLfiifB XIII. Circonscrire d unesphkef de rayon R^un edne dont la hose 
repose sur un plan diametral, et dont le volume soit tntntmum. 
D^signons par « et par y le rayon de base et la hauteur d'un des cdnes cir- 

CQDScrits. Son volume V est ^gal It - ic«>y. D'ailleurs la g6om6trie donne ais6- 

ment la relation : 

L'ezpresslon dn volume est done : 

Comme le facteur ^ icR' est constant, il suffit de determiner le minimum de la 
fraction ^^ ,,, . Or ce minimum correspond 6videmment au maximum de la 

yi — R> «^ 
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traction renyerste - — = — , ou au maximum de son carre i2 — _— 1. Et, comme 
on a identiquement : 

y« ""y'\ v^ / yA yv~R'*y*\ yV ' 

on Toit que, abstraction faite du facteur constant ^, la somme des deux fac- 

R, 

R* / R'\ 
teurs — et (1 -jj est constante; si done on peut choisir pour y la valeur 

loumie par la relation (315) : 

cette yaleur eorrespondra au maximum de ^ — 3—, c^est-2i-dire au minimum 

de yjfpa * Or on tire de P^quation [3], y*=3R* : et, par suite T^quation [1] 

3R* 
donne : «* = -^. Ces valours de x et de y, 6tant plus grandes que R, sonl 

admissibles) et, par consequent, le volume minimum du cdne circonscrit a 
pour yaleur : 

-ttR^v^ 



V=r 



2 



521. Extension de la m^thode fournie par le TH^oniiMB 
(515). Pour rendre maximum un produit de facteurs variablesy 
on cherche h rendre constante la somme de ces facteurs, puis 
k les ^galer entre eux. Oo peut, si cela est n^cessaire^ multiplier 
d'abord ces facteurs par certains nombres constants, convena- 
blement cboisis ; car cette multiplication n'all&re pas les condi- 
tions du maximum. Mais il n'est pas toujours facile de d^cou- 
vrir, a priori f les nombres que Ton doit employer. On d6signe 
alors ces nombres pardeslettres; et, les consid^rant comme 
des inconnuesi on chercbe k les determiner, de mani^re k satis- 
faire aux deux conditions du maximum (515). 

522. ProblIime XIV. On donne, dans un traplze isocHe, la pe^ 
tite base a, etla longueur commune c des deux cdUs non parallbles. 
On demande le maorimum de Faire du trapeze. 

D^signons par x la demi-difKrence des deux bases d u trapeze; 
la grande base sera {a + 2ar) ; la hauteur sera y/c*— a?'; par suite, 
Taire du trapeze aura pour expression : 



S=(a+a?)v^c*— X*; 



1 
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6t le maxiraum de cette aire aura lieu pour la mfime valeur de x 
que le maximum du carr6, 

expression que Ton peut dcrire : 

S* = (a + x) (a '{-x)(c + x){c — x). [1] 

II serait facile de rendre constante la somme des quatre facteurs; 
11 sufflrail de multiplier le dernier par 3 : mais on ne pourrait 
pas rendre en'suite ces facteurs ^gaux. Multiplions done tons les 
facteurs distinctSy k Texception d'un , par des nombres ind^ter- 
min6s o, p; et 6crivons : 

opS'= (a -|- x){a + x){ac + (xx){pc — ^x). 

Nous pourrons exiger d'abord, que la somme des facteurs soit 
constante, en 6galaut k z6ro le coefficient de x; ce qui don- 
nera: 

2-f« — p = 0. [2] 

Puis nous pourrons ^galer les divers facteurs; oe qui donnera: 

a-{- x=olC'}-olx, [3] 

a'\-x=pc — pa;. [4] 

Ces trois 6quations [2] , [3], [4], suffiront pour d6terminer les 
coefficients a et p, et la valeur cherch^e de x. Mais il n'est pas 
n6ccssaire de connallre a et p; il suffit de les ^liminer, k Taide 
des trois Equations, pour oblenir a?. On a ainsi, d'aprfes les equa- 
tions [3] et [4] : 

a + x o a + X 

C-\-X '^ C — X 

et, substituant ces valeurs dans I'^quation [2], on a: 

' C -\-X C — X ' 

ou, en simplifiant: 

2a?*+aa? — c* = 0. [5] 

La racine positive, qui seule convient ici, est: 



C*est la valeur de x^ qui correspond au maximum. 
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On peut remarquer que T^quation [5], mise sous la forme' 

prouve que le c0t6 c est moyenne proportionnelle entre x et la 
graude base; et que^ par consequent, la grande base est I'hypo* 
tenuse d*un triangle rectangle, qui aurait pour cdt^s de Tangle 
droit le cdt6 c et la diagonale du trapeze. 

Si Ton a : (; = a, on en conclut : a? = - ; et la grande base est 6gale 

k 2a. Le trapeze maximum devient un demi-hexagone r6gulier« 

523. II faut remarquer que, si Texpression renferme n fac- 
teurs dislincts, on emploie (n — ^^1) ind^termin^es, qui, avec a?, 
ferment n inconnues. Or, eu exigeant que la somme des fac- 
teurs soit constante, on obtient une premiere Equation : et en 
dgalant les n facteurs, on forme (n — 1) 6qugitions. La m^thode 
fournit done autaut d'^quations que d'inconnues : elle est g^n^ 
rale. 

$ III. Maximum ou minimum de quelques fonctions de plusleurs 

variables. 

524. Probl^me XV. Trouver entre quelles limitespeut varier le 
polynome : 

At/«+ Bxy + Gx^ + Dy + Ea? + P, [I] 

lorsque les variables xety prennent toutes les valeurs possibles. 

Cherchons k rendre ce polynome 6gal k une quantity donn^e 
m, en posant : 

Ai/» + Bar|/ + Ca?*+ Di/ + Ea? + F = m. 
Si Ton considfere y comme inconnue, on tire de celte Equation : 

_ — (Bap + D)dbv/(B»— 4AC)g' + 2(BD— 2AE)a;-H(D'— 4AF) + 4Am 

Or, pour qu'une valeur, assignee k m, soit compatible avec des 
valeurs r6elles de x et de y, il faut que, pour celte valeur de m, 
on puisse avoir, en choisissant x convenablement : 

(B«— 4AC)a;»+2(BD — 2AE)a?4-D«— 4AF4-4Am>0. [3] 

Distinguons trois cas : 
10 (B* — 4 AC) est positif. Dans ce cas, quel que soit m, Tin^- 
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galit^ [3] est toajours possible ; car on peut toujours choisir 
pour X ane infinite de valeurs telles, que le trinome, qui forme 
ie premier membre de TiD^galit^, prenne le signe de son pre- 
mier terme (269). 

20 (B*— 4AC) est n6p:alif. Dan'fe ce cas, Tin^galit^ [3] est pos- 
sible, si les racines du trinome sont rielles; car en donnant k x 
des valeurs comprises entre ces racines, on rendra le trinome 
de signe contraire k son premier terme. Mais elle n'est possible 
qu*& cette condition : car, si les racines £taient imaginaires, le 
trinome conserverait, pour toute valeur altribufe k a?, le signe 
de son premier terme ; il serait constamment n^gatif (268). 
Ainsi on doit, dans ce cas, cfaoisir m de telle mani^re que les 
racines du trinome soient r^elles. Or, cette condition est expri- 
m6e (246) par rin6galil6 

(BD— 2AE)»— (B*--4AC)(D«— 4AP+4Am)>0. [4] 

Comme cette in^galit6 est du premier degr6 en m, on en d^- 
duira (210) la limite de cette quantity : il y aura, par suite, un 
maximum ou un minimum , si cette limite est admissible. 

Or, cette valeur limite de m annule le premier membre de 
rin6galit6 [4] ; elle rend done igales les racines du trinome [3]. 
Ce trinome peut, en consequence, s'6crire : (B*— 4AG)(a?— ir^*, 
en d^signant par of la valeur de la racine double. II en r^ulte 
que la valeur [2] de y devient, dans cette hypothCse, 



_ — (Da;-t-D)HbCT— a/)v/B'~4A(; 

ct, comme (B*— 4AC) est n^gatif, y n'est r6el que pour x=af. 
II faut done donner k x cette valeur ; ce qui exige que y regoive 
la valeur correspondante 

BjM:^ 

*'" 2A • 

Ges valeurs de d? et de y sont admissibles : ce sont done celles 
qui fournissent le maximum ou le minimum de m. 

3» (B*— 4AC)=0. Dans ce cas, Pin6galit6 [3] est du premier 
degr6 en x\ quelle que soit la valeur attribute &m, il est tou- 
jours possible de verifier cette in^galit^, en choisissant x conve- 
nablement. II n'y a, par suite, ni maximum ni minimum. 
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Si, cependant; (6D--2AE} £tait mil en m6ine temps que 
(B«— 4 AC), rin^galit6 [3] se rtduirait & 

D«-4AP + 4Am>0; 

et Ton eo d^duirait une limite de m, savoir : 

^4AF~.D« ^4AP— m 

m>--^^— , ou m<-^— -, 

selon que A serait positif ou nigatif. Le polynome aurait done 
un minimum dans le premier cas, un maximum dans le second. 

On 6tendrait ais^ment cetle tb^orie au cas de plus de deux 
variables ind^pendantes. 

Appliquons-la & I'exemple suivant. 

825. Probl&bcb XYI. Trouver le minimum de V expression x' + y>+z>, «a- 
thant 9U6 X, y, Zj son% His par la relation^ 

€LX + hy-\'CX=d. [1] 

Posons : af*J-y'+;i2=m. 

Nous pouYons ^liminer one des variables^ x, par exemple. Car on tire de Pi- 

qualion [1]^ 

d — ax — bt/ 
s= -i 

c ' 

* . , . /d— a»— 6y\* 
et par suite, «* + y' + ( ^1 =«? 

ou (o'+c'jir' + ^abajy+Cb^+c^jy*— 2adaf— 2bdy + d>— c»m=0. [2] 

En r^solyant I'^quaUon [2] par rapport k y, on trouve, apr5s quelques reductions : 

h [d—ax) ± c^— (o^ 4- b^ + c^ x^ + 2 adx— d» + (6-' + f]m ._« 

y= ^Tf^i • [31 

Comme le coefficient de «', dan> le trinome plac6 sous le radical^ est n^gatif, 
il faut choisir la yaleur de m, de telle sorte que les racines de ce trinome soient 
r^elles ; ce qui exige que Ton ait ; 

OQ — (52 + c»)(r+(a» + 6»+c»)(b*+c';m>0, 

ou, en divisant par (5*+ c*), et transposant : 

__dV_ 

Si done on pent donner i m la yaleur 



m^z 



a-' + b^+c' 
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ce sera le minimum cherch6. Or^ pour cette ?aleur de m, le trinome, plac6 
B0U8 le radical, devient : 

Par suite, la yaleur [3] de y s*6crit : 



y=' 



62+ c 



2 



EUe n*est r^elle que si Ton pose : 

ad 



et elle devient alors y= 

Par suite: %= 



hd 
a> + 6'+c»' 

ed 
o» + 62 + c» 



Ces Taleurs sont admissibles; et, par consequents ce sont celies qui rendent mi- 
nimum Texpression «^ + y* + fK 



EXERCIGES. 

I. Parmi tous les carrSs que Ton pent inscrire dans un carr6 donn6, de ma- 
ni^re que chaque cdte contienne un sommet, quel est le plus petit ? 

On trouve le carr6 qui a pour sommets les milieux des cdt^s du carr6 donn^. 

II. Inscrire dans un cercle, de rayon R^ le triangle maximum. 

On Yoit aisSmentque Ton n'a k comparer entre eux que les triangles isoc^Ies; 
et, en appliquant le th^or^me (315)^ on trouve, comme maximum, le triangle 
Equilateral. 

III. On suppose qu'un triangle isoc^le, inscrit dans un cercle, de rayon R, 
toume autour de sa base : on demande le maximum du volume dccrit. 

On trouve, en appliquant le theor^me (315), que la hauteur du triangle tour- 

nant doit fitre 6gale A —-. Le volume maxmium est — 

«j ol 

lY. Parmi tous les cdnes droits de mSme volume ^ na^, quel est celui dont la 

surface lat^rale est minimum? 
On app!ique le theor^me (319); etPon trouve pour la hauteur, y=z(j^2j et 

pour le rayon de base, ir*=y-r# 

y. Parmi tous les cdnes droits de m6me surface lat6rale ira", quel est celui 
>iont le volume est maximum? 

On applique le theor^me (315); et Ton trouve que le rayon de base x=^ 7^, 

v3 



i que la hauteur y=:a \/ ~-p=-' 
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YI. Parmi les parallSlipipMes rectangles de m6me surface^ quel e:^ celul qui 
a le plus grand volume; et parmi ceux de mdme volume , quel est celui dont la 
surface est minimum? 

Le cube (application des th^ordmes 818 et 816). 

VII. Quelle est la zone sphSrique, k nne base, qui contient le plus grand to- 
lume parmi celles quiont m6me surface it a*; et quelle est la zone de plus pe- 
tite surface, parmi celles qui contiennent le mSme yolums ira'? 

On applique le th^or^me (815) ; et Ton trouve que la hauteur et le rayon de 

base de la zone de volume maximum, sent, Pun et Tautre, Sgaux i -77 : le seg- 

ment maximum est done un hemisphere. 
On trouve aussi un hemisphere pour le minimum (317). 

VIII. Parmi tons les cylindres de mdme volume Y, quel est celui qui est in- 
scrit dans la plus petite sph^rn? 

En s'appuyant sur les formules du n* 819, et sur la remarque (318), on 

4 /s W 3 
trouve que le rayon de la sphere minimum est ^gal k xf , Onenconclut, 

pour le rayon de base du cylindre, *' = 1/ — 7=> et, pour la hauteur, h=v/ — • 

A IX. On donne une feuille de carton carr6e ABGD dont le 
cOte est a, aux quatre coins de laquelle on supprime les carr^s 
egaux qui sont ombres dans la figure ci-jointe. Determiner le 
'c6te de ces carres, par la condition que la botte, qui aurait pour 
^ fond mnpq et pour faces lat^rales les rectangles restants qui ont 
tous m6me hauteur, ait un volume maximum. 

On trouve que le cdt6 du carre ombr6 est -, et le volume maximum r— -. 

o 27 

X. On marque sur une droite des points equidistants , que Ton numerote 1 , 
2, 3^. . .n. Trouver, sur la droite, un point tel, que la somme des carres de ses 
distances aux points donnas, multiplies par le numero correspondant , soit un 

minimum. 
Pour resoudre la question, il faut savoir que la somme des n premiers nom- 

bres est egale k \r t ia somme deleurs carres k — , et la 

somme de leurs cubes k ^j!LLi-. En designant par a la distance de deux 

points consecutifs, et par x la distance du point cherch6 au premier point, on 
exprime en x la somme indiquee, on applique la melhode (311), et Ton 

2 
trouve »=-(n— l)a. 

XI. Mfime question, en supposant que les points soient numerotfo l^ 3, 6, 
lU,...— ^— . 

3 
ta mfime m6thode conduit k x=r{n — I) a. 
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XII. Trouver le maximum de I'aire d*un triangle rectangle, sachant que la 
somme de Thypot^nuse et de la hauteur correspondante est 6gale k a. 

oi^ 20 '^ 

On trouve Taire maximum 4gale a ~. L'hypot^nuse est ~, et la hauteur 

CL GL V2 *^ 

est 7. Les deux cdt^s de Tangle droit sont egaux k -^. « ^ 

is 

XIII. Parmi toua les triangles rectangles de m6me p^rimetre 2p, quel est celui I 

dans lequel la somme des deux c6t6s de Pangle droit et de la hauteur abaiss^e . , 
sur rhypot^nuse est maximum? ' i 

On trouve, en appliquant la m^thode g^n^rale^que le triangle est isoc^Ie, que 

son hypotenuse est 6gale i 2p(V2— l), sa hauteur Jip(V2—l), et chaque 

c6t6 de Tangle droit i p (2— V2). 

XIV. Inscrire, dans un cercle, de rayon r, un trapeze dont les cdt^s non pa- 
ralleles soieot ^gaux St a, et dont la surface soit maximum. <> 

On trouve que le trapeze maximum est un rectangle, doot les bases sont 

^gales i v^4r^— a*. j 

i? 

XV. Inscrire, dans une sphere, de rayon R, un cdne dOnt la surface totale ^ 

soit maximum. 
On applique la mithode (321); et Ton trouve que la hauteur du cdot est f^ 

«gale k ^(E^. 
16 

XVI. On circonscrit k une sphere, de rayon R^ un tronc de pyramide r6gu- \ 
li^re, dont les bases sont des octogones r^guliers. On demaade le minimum du 
volume du tronc, lorsqu'on fait varier Tinclinaison « des faces lat^rales sur la 
grande base. 

On trouve, pour expression du volume, 

,,_ 16(v/2-i)rV 4 ,\ f 

dans le casdu minimum, a = |, V = 16(v^ — i)r«. J 

XVII. Une petite surface blanche est pos6e horizontalement sur une table, et 
eclair^e par une lampe, dont la distance k cette surface, estim6e par sa pro- 
jection horizontale, est constante et 6gale 4 d. A quelle hauteur x doit se trou- 
ver la flamme, pour que la surface soit 6clair6e le plus possible? j 

On sait que I'intensit^ de la lumi&re, que regoit la surface , est proportion- 
nelle au sinus de Tinclinaison des rayons^ et inversement pioportionnelle au 
carr6 de la distance qui s6pare le point lumineux de la surface. Si Ton d6signe 
par a Tinclinaison, on trouve, pour le cas du maximum, en appliquant la me- 
tbode (315) : 

tanga = -7-; d'o^ «=-r-. 
\% v/2 

On coostruira la solution. 

XVIII. Trouver la valeur minimum de ^°^, , auand a varie de ()• 4 30*. 

tang' a' ^ 

En posant : tang a=a;^ et en rempla^ant tang 3a par sa valeur en x, on trouve , 






i 
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appIiquantUm^thodeflrdinire (Sl.1}^ wa muimaiii '17 ~n*'f;, qoi ne 
BYlent pas, or ii oorrespcod ks=^A + lj pais n minnnam (1? + 13 ^^j 
ooDTient, et qm eacrespoad 4 ss=^' — 1, c'crt«-dlre i •:= ^. 



HI. Deoz coqis, de mases b eft a', aafmes, dans le meoe sens, de riu 
V', yieonent i sechaquer. Trocicr b viteae cam mane s qails prenjroiit 
le choc, sachant qoe la soaLae des pr>daits obtfcnos ea multip tan: chaqae 
par le carrt da cmnxsteai-de ritesae est la inoiiMlre pjss-L^e. 
La quantity i reoire m'lTTiwn ol m trinfi—p da Koood d^n^ eo s ; eC, ea 
>pliqaant la i^e (3#9), cs troai« : 

■r + .i'f' 



« + 



U. Si ran doDiie s + f = «, la li^ (31l»)« qoi foornil le maTimTim de 
>V) s'eteDd an ess o& p et f «iai fitacd>!iiia«es. 



Comme on peat to:]joan poser z p^^t 9 = ^^^ sn^ de remarqaer 
I'alors a^ =; ^xr'f^. 

XH TrouTer le m-.r.nn-nm de ^ + ^, p et f etant entiers aa fractionia^es, 

setantpostiL 

lnposaiitir=,, i=x, «• ««•• »M€tXr„?=J: doii,='Y'1. 

XXII. Ondomie FiqzsC'ja z 

It demaode de Uuu w i >s lj^l*ja tslz^zitf dss Ta«earf qae peat jmidFe T jbc 
Li trois Tariables, x par eseni'/je. 
OnsoiTia one marcbe aial'^^ a oeSe da ■* S19. 

XXIII. Trourcr le g.TT.::i-sia dej?-rJ* + *» + »'. Bciaiit qoc lea a : 

larcbe analogoe k et3e dn o* aS5. 
XXIY. Troorer Ic maiiTrgra ie :'^T;.?*:5siv:: — . 



i«^> ^ '* + « ^— ^ f« + ^^» 
On trouve {90^} : s = j^r^' ** i^ = 4^2, - 

XXV. L'ezpRKOft • + « -|,-i— ^p^riitpa«,«Tpart6«sk»€tat5ii£graafear. 

XXVI. TroaTCi le Ei:::=s:2a de -f ^"t-Z- 

On troave s = : ct le m:-'..!::.-*^^ ♦^ 1. 

XXVII. Dcoi nociirra y^'^it r^fUi,,*;t s, % umt t^U, q«e le«r difJfeKJ*^ 
ximum oa d'cs s^::ir:.^5S^ » el • ^tefii d«0 &6&irtt k>^^^ dooft^ 
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X m 



X fit 

Si Ton sl: X <y,m <n,on trouve (3t5) un maximum^ (juand - = — . 



X m 



Si Ton a : x > y, m > n^ on troave un minimum, qaand - = — .. 

Mais si Ton a : a; < y^ m > n ; ou a; > y, m < n, il n'y a ni maximum ni 
minimum. 



LIVRE IV- 

DES PROGRESSIONS ET DES LOGARITHMES. 



CHAPITRE I. 

DES PROGRESSIOIVS. 

$ 1 . Des progressions par difference. 

526. DEFINITIONS. Une progression arithmitique ou par diffd- 
fence est une suite de nombres tels que chacun d'eux surpasse 
celui qui le pr^cdde ou en est surpass^ d*une quantity constante, 
qu*on appelle la raison de la progression. 

Lorsque les termes vont en augmentant, la progression est 
dite cromanie; elle est rf^crowanre quand ils vont en diminuant. 

Pour indiquer que des nombres font partie d'une progression, 
on les 6crit les uns a la suite* des autres, en les s^parant par un 
point, et en les faisant pr6c6der du signe -f; ainsi les suites 

•f3.7.11.15. 19.23,37 

f 48.45.42.39.36.33.3^ , 

sont deux progressions par difF(§rence, Tune croissante, Tautre 
d^croissante : les raisons sont respeclivement 4 et 3. 

On supprime la distinction que nous venous d'indiquer enlre 
les progressions croissante et d^croissante, en convenant que 
la raison est Vexces (Tun terme sur le terme pricMent. Si la pro- 
gression est d^croissante, cet excfes est n6gatif. Par exemple, la 
seconde des deux progresdons indiqu6es a pour raison -^3. 

En g^n6ral, nous d^signerons les termes d'une progression 
par difference par les lettres a, 6, c, . . . i ^, /,...., la raison 
positive ou negative par r, et le nombre qui exprime le rang du 
terme I par n. Nous aurons : 

ia. b.c.cf . . .. t./fc. / . ... [1] 
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527. Valeur du terme de rang n. D'apr&s la d^Boitioiiy un 
terrae, dans une progression croissante, se forme en ajoulant 
la raison au terme pr6c6dent. Le second est done 6gal ka-{-r^ 
le Iroisifeme k a + 2r, le quatri^me k a-^-Sr, ...., le n** ^ 
a 4- (n — 1) r. Done txn terme de rang quelconque se forme en ajou- 
lant au premier autant de foi% la raison qu'il y a de termes avant 
celui que I'on consid^e. G'est ce que Ton exprime par la formule: 

i = a + (fi — l)r. [2] 

Gette formule s'applique au eas oil la progression est d^crois- 
sante, pourvu que la letlre r repr6sente un nombre n6gatif (326), 

528. GoROLLAiRE. La formule [2], 6tant une relation entre 
les quatre nombres, a, /, r, n, permet de d6terminer Tun d'eux, 
quand les trois autres sont donnas : il suffit de r^soudre T^qua- 
tion par rapport k la quantity Inconnue. Elle fournil done la 
solution de quatre probl^mes faciles k 6noncer, et dont les for- 
mules sont : 

/ = a-|-(n — l)r, a = l — {n — l)r, \ 

I --a i^a I [3] 

n — 1 r ) 

529. Insertion de moyens arithm^tiques. Insurer m moyens 
arithm6tiques entre deux nombres donnas a et 6, e'est former 
une progression , dont a et 6 soient les termes extremes, et dont 
CCS m moyens soient les termes interm^diaires. 

II suffit 6videmment, pour r6soudre cette question, de Irouver 
la raison de la progression; car, en Tajoulant au premier 
terme, on aura le second; en I'ajoutanl au second, on aura le 
troisleme; et ainsi de suite. Or on connatt, dans la progression 
cherch6e, le premier terme a, le dernier 6, et le nombre des 
termes (m + 2). On appliquera done la formule [2], qui don- 
nera; 

h — a 

38 — ^ 
ExEMPLE. Insurer 10 moyens entre 5 et 38. La raison est : r= — — - ou 3 ; 

et la progression cherchee est : 

*5.8.11.14 17. 20.73.26. 29. 32.35. 38. 
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350. Probl£:me. Determiner la conditidn pour que troisnombres 
donneSy a, b, c, (assent partie cTune mime progression. 

Supposons ces nombres ranges par ordre de grandeur : iis 
seront s^par^s, dans la progression inconnue, par des termes 
interm^diaireSy qui pourront 6tre consid^r^s comme des moyens 
ins^r^s entre a et 6, et entre b et c. Par suite, si I'on dfeigne ces 
nombres de moyens par {m — 1) et par(n^ — 1), la raison devra 

felre-^gale (529) k *" et h ; on devra done avoir : 



m n 

b — a C' — b 



[5] 



m n 

G*est la condition cbercb^e ; il faudra qu'il existe de'ux nombres 
entiers, m et n, proportionnels aux differences (b — a) et (c — b). 

Celte condition est toujours remplie, qudnd les nombres a, b, 
Cy sent commensurables : car, si les nombres (6 — a) et (c — 6) 
sent fractionnaircs, ii sufQra de les r^duire au m6me d^nomi- 
oateur, et de prendre m et n £gaux aux num^rateurs. En mul- 
lipliant les deux r^sultats par un m^me nombre entier quel- 
conque, on aura d*autres valeurs pour m et n; de sorte que Ic 
probl^me a, dans ce cas, une infinite de solutions. 

351. Tn^ORfeME. Si Von insh^e^ entre les term^ cons4cutifs d'une 
progression [1], pris deux a deux, un mime nombre m de moyens 
arithmetiqueSy on obtient une progression unique^ dont la raison est 
te quotient de la division de la raison primitive par (m + 1). 

En elTet, les raisons des diverses progressions partielles 
sont (320) : 

b — a c — b d — c 

elles sont done toutes 6gales k — -j-y (326). D'ailleurs le der- 

Tiier terme de chacune est le premier de la suivante. On pent 
done les consid^rer comme n'en faisant qu'une seule. 

^32. Th^or&me. Dam toute progression limitie^ la somme de 
^^ux termes igalement distants des extremes est constante et igale d 
M» somnie des extrimes. 

Soit, en eCfet, la progression : 

ra.b.cd.. ..i.k.li 
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le second terme h est ^g/il ^ a + r, el ravant-dernier k est 6gal k 

I— r; done leursomme 6 + /c=a4-^ 
En g^n^ral, le ternie x, qui en a p avant lui, est ^gal (527) h 

a +/?r, el le lerme y, qui en a p apr^s lui, est 6gal k I — pr; | 

done leur somme a? + y est ^gale k a-\-l. 

555. Somme des termes d*une progression. D^signons par 
S la somme des termes de la progression qui commence par a, 
qui finit par I, et dont n est le nombre des termes. On a : 

S = a + b + c + d....+i + k + l. 

On n'altfere pas cette somme en renversant les termes ; si on 
Ics 6crit de mani^re que les termes k ^gale distance des exlr^me5 
se correspondent verticalement dans les deux lignes, on a : 

Ou'on ajoule maintenant les termes de ces deux suites par co- 
lonnes verticales, et Ton aura : 

2S = (a+0+(6 + A)4-(c+i)....+(f+c)+(&+6) + (Z+a). 

Mais toutes les sommes, renferm^es entre parentheses , sont 
^gales (532) & (a -|- f); d'ailleurs leur nombre est celui des ter- 
niLS de la progression. On a done : 

2S = (a + /)n; 
d'od Ton dMuit : S = ^^^tlh, [e] 

La somme des termes d^une progression par difference est la moir 
tU du produit de la somme des extrimes par le nombre des termes. 

ExBHPLE. La somme des 12 termes de la progression (320) est J 

ou 258. 

Remarque. Si Ton ne connaissait que le premier terme a, la 
raison r, et le nombre n des termes, il faudrait; pour appliquer 
la formule pr6c6dente, commencer par calculer le dernier 
terme I, k I'aide de la formule [2]. En substiluant sa valeur dans 
la formule [6], on a: 



« {2rt+(n--l)r|n 



[7] 
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334. Applications. V Trouver la somme des n premiers nombres enticrs, 

1 + 2 + 3+.. ..+n.. 
Gomme ils forment une progression dont la raison est 1, leur somme est i 

DonC| pour ot^otr la somme des n premiers nombres entiersy on muUiplie le 
dernier parceluiqui le suivrait immidiatementj et Von divise le produitpar2, 
2° Trouver la somme des n premiers nombres impairs, 

1+3+5 + 7.... 
ns forment une progression dont la raison est 2; en appliquant la formule [7] on a: 

8 = iltii^Ili>JL« , o«S=n». 19] 

Ainsi la somme des n premiers nombres impairs est 4gale au carri de n. 

335. Probl&mes. Les formules [2] et [6j foumissent deux relations entre les 
quantit6s a, Ij r, n^ S, relations qui permettent de d6terminer deux de ces 
quantii^s, qu'and les trois autres sont donn6es. De Ik dii probl^mes k r^soudre : 

P Etant donn6s a, 2, r, determiner n, S 



2« 


» 


a, 


h n, 


» 


r, S 


3- 


» 


dy 


h s, 


3» 


r, n 


4- 


» 


a, 


r, n, 


» 


/, S 


s- 


» 


O'f 


r, S, 


» 


», n 


6"» 


» 


a, 


n,S, 


}• 


h r 


7. 


B 


l> 


r, n, 


» 


a, S 


8- 


n 


l> 


r, S, 


» 


a, n 


9« 
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I, 


n, S, 


» 


«, ' 


10- 
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**, 


n,S, 


M 


a, I. 



Parmi ces problemes, le cinquiime et le huitiSme sont da second degr^ ; le* 
buit autres sont du premier degr^. 



$ II. Des progressions par quotient 

856. D^iNiTiONS. Une progression g^omitriqvs ou par quo-- 
tient est une suite de nombres, dont chacun est. ^gal au pr6c6- 
dent maltiplii par un nombre constant que Ton nomme la raison 
do la progression. 

Lorsque la raison est plus grande que Tunit^, les termes vonl 
en croissant y la progression est croissarhte; lorsque la raison est 
moindre que Tunit^y les termes vont en diminuant, et la pro* 
gression est decroissante. 
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Pour indiqtier que des nombres font partie d'une progression 
par quotient, on les.^crit^ la suite les uns des autres,enles 
s^parant par deux points, et en les faisant pr^c^der du signe i?. 

ExEUPLES. Les suites : 

f^ 4 : 12 : 36 : los : 324 : 972 : .... , 

fj 528 : 264 : 132 : 66 : 33 : 16| : . . .. , 

sout deux progressions par quotient, Tune croissante et I'autre 
d^croissanle ; les raisons sont 3 et ^. 

En g^n^ral, nous d^signerons les termes d*une progression 
par quotient par a, 6, c, cZ^ . . . . , i, &, I, . . . . , la raison par q, ei 
le rang du terme I par n. Nous aurons : 

^a:b:c:d: :i:k:l: .... [i] 

557. Valeur du terme de rangii. D'aprfes la definition, un 
terme d'une progression par quotient se forme en multipliant 
le precedent par la raison. Le second est done ^gal k aq, le troi- 
sifeme k aq^y le quatri^me h aq*^ . . . . , le n"^ k aq"*^. Done m 
terme de rang quelconque est igal au premier multiplU par um 
puissance de la raison^ dont I'exposant est 6gal au nombre des ter- 
mes qui prichde celui que Von considbre. G'est ce qu'exprime la 
formule : 

/ = ag-*. [2] 

558. CoROLLAiRE. La formule [2], 6tant une relation entre 
les quatre nombres, a, I, q^ n, permet de determiner Tun d'eux, 
quand les trois autres sont donnas. On trouve ais^ment, en r6- 
solvant requation [2] par rapport k chacune des quatre quantit^s 
successivement : 

^ \ 13] 

lop: i — lop: a 



=vi- 



n=l + 



logg 

La derniere formule suppose connues les propri6t6s fondamen- 
lales des logarithmes (365 et suiv.). 

539. Th^orAme. Si une progression est croissante^ on pey^ '^ 
prolonger assez^ pour que ses termes dipassent toute limite donnie* 
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En efTet, si Ton consid^re les frois termes consicuUfs i, ft, /, 
de la progression [l], on a, par d^flnition, 

et , par souslraction , I — & = (* — i)q. 

Or la raison q est sup^rieure h Tunit^ ; done la diff6rencii 
(i — ft) est plus grande que la diflKrence (ft — t). L'exc^s d'un 
terme sur le pr6c6dent va done en croissant. Or, si cet excfes 
restait constant, comme dans la progression par difference, on 
pourrait, en Tajoutant au premier terme a, un nombre suffi- 
sant de fois, obtenir un r^sultat aussi grand qu'on le voudrait. 
U en sera done de m6me, a fortiori^ si, comme nous Tavons re- 
connu, cet exc^s va en augmentant. 

340. Theoreme. Si une progression est decroissantef on peut la 
prolonger assez, pour que ses termes decroissent au^dessous de toute 
limite. 

En effet, si la progression [1] a une raison q inKrieure k 

Tunit^, les termes -, t» -, .•.7,7,7,.... forment une autre 

Of C % K I 

progression par quotient, dont la raison * est sup^iieure k I'u- 

nit^, puisque, des ^galit^s 

6 = axg, c = 6Xg, d = cXq .,.. 

, . , .^ I 1,1 1 1,1 1 11 

a q c q d c q 

II r6sulte done, du th6orfeme pr6c6dent, que les fractions 

-» -> i> peuvent devenir aussi grandes que Ton voudra, et par 

suite, leurs d^nominateurs t, ft, l, peuvent devenir aussi petits 
que Ton voudra. G'est ce qu'il fallait d^montrer. 

541. Insertion de moyens giSometriques. Insurer m moyens 
g6om6lriques entre deux nombres donnfes a et 6, c'est former 
une progression par quotient, dont a et 6 soient les termes 
extremes, et dont ces m moyens soient les termes inter m6- 
diaires. 

II sufflt 6videmment, pour r6soudre cette question^ de trouver 
la raison de la progression : car, en multipliant le premier terme 
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par la raison, on aura le second ; en multipliant le second par la 
raison, on aura le lroisi6me, et ainsl de suite. Or, onconnatt, 
dans cette progression, le premier lerme a, le dernier 6, et le 
nombre des termes (m -f- 2). On appliquera done la formule [2], 
qui donnera : 

•i+iy— 

[4] 




ExBMPLE. Insurer 3 moyens entre 7 et 112. La raison est : 

et la progression cherch^e est : 

-K-7: 14: 28: 56: 112. 

542. Th^orJime. St Ton insere, entre les termes consScutifs (Tune 
progression par quotient^ pris deux a deuXy un mime nombre m de 
moyens par quotient, on obtient une progression unique, dont la rai- 
son est la racinej d'indice (m + 1), rfe la raison primitive. 

En effety les raisons des diverses progressions partielles sont: 



l+l - 



elles sont done touttjs 6gales a \/q* D'ailleurs le dernier terme 
de cbacune est le premier de la suivante. On pent done les con- 
sid^rer comme n'en faisant qu'une seule. 

V 

545. ProblI:me. Determiner la condition^ pour que trois norO' 
bres^ a, by c^ f assent partie d^une mime progression* 

Si, en consid6rant a comme 6lanl le premier terme, on 
d6signe par (m + 1) et par (n+ 1) les rangs inconnus de b et 
de c, on a (557) : 

b = a^, c = a^*, 

q 6tant la raison inconnue. Si Ton 616ve la premifere 6quation h 
la puissance n, et la seconde k la puissance m, on aura : 

d'od , en ^liminant q: 

?=^^ ^" \a)=[a)' f^l 

C*est la condition cberch^e. Cette condition se simplifies si Ton 
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suppose que o, 6, c soient commensurables; car alors, en r^- 

he 
duisant las rapports - et -i leur plus simple expression, et en 

Q h 
d6signant par ^ et -7 les fractions irr6duclibles 6quivalenles, 

on a s 






Or, COS fractions, 6tant aussi irrfiduclibles, ne peuvent 6tre 6ga- 
les, que si Ton a : 

ce qui exige, d'une part, que g eik soient composes des m^mes 
facteurs premiers, ainsi que h et I; et, d'aulre part, que les ex- 
posants d'un m^me facteur, dans g et k, et dans h et /, soient 

dansun rapport constant— . Si ces conditions sont remplies, 

elles d6terminent le rapport — . Mais elles laissent m eCn ind6- 

n 

terminus; de sorte que a, 6, e peuvent faire partie d'une infinite 

de progressions. 



t. Appucation. Quels sont les nombres commensurables qui peuvent faire 
partie d'une progression par quotient, ayantpour termes 1 etlOJ 

D^signoDS par ^ Tun des nombres cherch6s ; on doit avoir, d'aprdt ce qui pr6- 

c^de ; 



(?)"=(10)-, ou ^=10-; 



m et n Mant des nombres entiers. Or le second membre 6tant entier^ le premier 
doit r^tre aussi ; et comme ^est irr^ductible, par hypothSse, il faut que Ton 

ait : 9= 1, et, par suite, p"*= 10". Mais pour que cette demiere 6galit6 ait 
lieu, 11 faut que p ne contienne que les facteurs premiers 2 et 5de 10, c'est-Si- 
dire que Ton ait : p = 2«X5P: 11 faut done que 2«"x5P"=2"x5", et que, 

par consequent, am=p]n = n. II faut done quea = p= — . Ainsi les expo- 

sants de 2 et de 5, dans p, doivent 6tre 6gaux; ou, en ^'^utres termes, p doit 
6tre une puissance de 10. 

Ijbs puissances de 10 sont done les seuls nombres commensurables qui puis- 
sent figurer dans une progression par quotient, dont 1 et 10 font partie. 

345. Th£orI:me« Dans toute progression par quotient, le produit 
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de deux termes igaUmerU distanU des extrtmes est consUmt el igdl 
au produit des extrtmes. 
Soit, en effet, la progression limil^e : 

Ha:b:c:d: :i: k:i; 

le second termeb est ^gal k aq, et ravant-dernier k est igal ^-i 

done leur produit 5ft =a^ En g^n^ral, le terme x^ qui en a p 
avant lui, est^gal iig'; et le terme y, qui en a p apr6s lui, est 

igaU-;; done le produit a;y= a/. 

546. pRODurr des termes d'une progression. D6s]gnons 
par P le produit des termes d*une progression, qui commence 
par a, qui finit par {, et dont n est le nombre des termes. Nous 
avons : 

V=^dbcd ikl. 

On n'alt^re pas ce produit en renversant Tordre des facteurs, 

et en ^crivant : 

P=/ftf dcba. 

Si Ton multiplie ces deux produits ^gaux Tun par Tautre, en 
groupant deux par deux les facteurs de mSme rang, il vient : 

P«= (a/) ipk) {c%) (w) {kb) {la). 

Or tons les produits renferm^s entre parentheses sont £gaux 
(345) k al. D'ailleurs leur nombre est celui des termes de la pro- 
gression ; done : 

P«=(aO"; 
d'oii Ton tire : _ 

V=^{al)\ [6] 

Ainsi, le produit des termes d'une progression estigali laracine 
carrie d*une puissance du produit des extrimes, dont Vexposant est 
le nombre des termes. 

547. Somme des termes d'une progression par quotient. 
D6signons par S la somme des termes de la progression pr6c6- 
dente ; de sorte que Ton a : 

S==a+b+c+di- ^i^k+l. 
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Si Ton multiplie les deax membres de cette 6galit6 par 9, on 
obtient : 

Mais, par hypoth^se, aq=:b,bq=Cy cq=d,....^iq==k^kq = li 
done r6galit6 pr^c^dente devient : 

Sg=6 + c+d+ +h+l+lq. 

Si I'on suppose g>l, el qu'on retranche S de Sg, on a 6vi- 
demmeuty en supprimant les termes qui se d^truisent : 

Sq — S = tg — a, ou S(g — l) = /g— a; 
d'oii S = ^5^. [7] 

Ainsi, la somme des termes (Tune progression croissanU par quo- 
tient se forinsy en mullipliant le dernier terme par la raison, en re^ 
tranchant du produit le premier terme, et en divisant la difference 
par Vexchs de la raison sur Vuniti. 

Si i'on suppose 9 < 1, onnepeut plus retrancher S de Sg; on 
retranche alors Sq de S, et Ton a : 

S— Sg=a — /g, ou S(l — g)=a— /g; 
d'oii S=T^^- [8] 

Ainsi, la somm>e des termes d*une progression dScroissante se 
formey en retranchant du premier terme le produit du dernier par 
la raison^ et en divisant la difference par Vexchs de Vunite sur la 
rauon. 

Mais les conventions faites sur les nombres n^gatifs rendent 
cette seconde forme 6quivalente h la premiere. 

Remarque. Si Ton ne connaissait que le premier terme a, la 
raison g, et le nombren des termes, iifaudrait, pour faire usage 
des formules pr6c6dentes, commencer par calculer le dernier 
termed k Taide de la formule [2]. En substituant sa valeur dans 
les formules [7] et [8], on a : . 

548. LiMITE DE LA SOMME DES TERMES d'UNE PROGRESSION 
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DfecROissANTB. La formulc [8], qui donnela somrne des termes 
d'une progression d6croissante, peut s'terire : 



Or, si le nombre des termes va en augmentant ind6flnimenl, 
rexpression-r--— , qui ne depend que du premier terme et de 
laraison, conserve constamment la mfime valeur; mais le pro- 
duit I T^9 compos6 d'un facteurl qui d^croltsans limite (340), 

et d'un facteur ^ quireste constant, peut devenir aussi petit 
que Ton voudra. Par consequent la somme des termes, tonjours 
inKrieure ^'r;:7j peut difKrer de aussi pen quel'on vou- 
dra, si le nombre des termes est sufOsamment grand : en d'au- 
tres termes, J—- est la limite vers laquelle tend la somme, 

lorsque le nombre des termes croit ind6finiment. En d6signant 
cette limite par «, on a : 

1 — q "■ -• 

34:9. Application. Une fraction decimale pSriodique peut 6tre consid^r^e 
comme une progression decroissante ; etla formule [11] lui est applicaible. 
Soit, par exemple, la fraction p6riodique 



0,3535353535. 



Si on la s6pare en tranches de deux chiffres, k partir de la virgule, on peut la 
regarder comaie la limite de la somme des termes d*une progression, decrois- 
sante a rinfini : 

.. 35 . 35 . 35 . 35 . 

•* 100 ' 10000 • 1000000 • lOOOOUOOO * 

* 

dont laraison est — . D'aprfes la formule [11], cette limite est 6gale 

too . 35 

OU a 7:-', 



1 _ J-' 99' 

100 

ee qui est precisement le r^sultat qu'on Qbtient, en arithm^tique, dans lath^orie 
des fractions p^riodiques. 
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EXERGIGES. 

I. Quelles sont les progressions par difT^rence dans lesquelles la somme de 
deux termes qaelconques fait partie de la progression ? 

Ce sont celles dont le premier terme est un multiple de la raison. 

II. Quelles sont les progressions par quotient^ dans lesquelles le produit de 
deux termes fait partie de la progression ? 

Ce sont celles dont le premier terme est une puissance de la raison. 

III. Si, dans une suite de nombres, chacun est la demi-somme de ceux qui 
le comprennent, ces nombres ferment une progression par difference. Si chacun 
est moyen proportionnel entre les deux qui le comprennent, ils forment une 
progression par quotient. 

On ram^ne imm6diatement cet ^nonc6 aux definitions (336 et 33«). 

IV. Dans quelles progressions par diff6renca existe-t-il un rapport, ind6pen- 
dant de n, eiitre la somme des n premiers termes et la somme des n suivants? 

Ce sont celles oA la raison est double du premier terme (liv. II, chap, yii, 
exerc. 1). 

V. v'2, ^ei /7 peuvent-ils faire partie d'une mdme progression par diff6* 
rence ou par quotient ? 

Non. On s'appuiera sur les n<>* 330 et 843. 

VI. Si I'onprend la suite des nombres impairs 1, 3, 5, 7..., et qu'on la 
s^pare en groupes, dont le premier ait un terme, le deuxi^me deux termes, le 
troisi^me trois termes, etc., la somme des termes d'un mSmegroupe est un cube. 

On formera le premier et le dernier terme de n*"* groupe, et on appliquera 
la formule [6] du n" 333 : on trouveran^ pour somme. 

VII. Si Ton consid^re la suite 1, 2, 4, 6, 8, 10. . . , la somme des n premiers 
termes est impaire; et, quand on ajoute au nombre ainsi obtcou les (n — 1) 
nombres impairs qui le suivent, on obtient un cube. 

On trouve pour r^sultat n^, en suivant la m6me marche. 

Vlil. Dans une progression geom^trique de six termes, la difference des 
termes extremes est pins graode que cinq fois la difference des termes du mi- 
lieu. 

On exprime le rapport des deux differences en fonction de la raison, et Ton 
trouve que le minimum du rapport est 5. 

IX. On forme une suite de termes tel3,.que chacun soit la demi-somme des 
deux precedents ; connaissant les deux premiers termes a, h de cette suite, 
trouver de quelle limite on s'approche , lorsqu'on en forme un nombre de plus 
en plus grand. 

La Lmite est — - — . 

o 

X. Soit AB une ligne quelconque ; on marque son milieu G, puis le milieil D 
de GB, puis le milieu E de DC, puis le milieu F de ED, le milieu G de FE, et 
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ainsi de suite indefiniment; trouver de quelle limite les points G, D, E, F, G, 

f • 1- •— I 1 1 

A C . E G F D B 

s'approchent de plus en plos^ lonqu'on en marque un nombre de plus en plus 
grand. 

Le point limite est au tiers de AB, k partir du point B. 

XI. TrouTer la limite de la somme des fractions 

2"^4'^8"^16'*'a2"\; 

dont les numdrateurs ferment une progression par differences et les denomi- 
nate urs una progression par quotient. 

On decompose cette s^rie en plusieurs progressions geom^triques d^crois- 
santes , et Ton trouve que la limite est 2. 

XII. On forme la suite des nombres 

1, 3^ 6, 10, 15, 21, etc, 

tels que la difference de deux termes cons^cutifs va sans cesse en augmentant 
d'une unite ; trou?er la somme de& n premiers termes de cette suite. 

On trouve que le n"* terme est egal k — - — I , et que la somme est egale ^ 

n(n+1) (ni>2) 
6 • 

Xtll. Dans une progression par quotient, dont le nombre des termes est im- 
pair, la somme des ear res des termes est egale k la somme des termes, mul- 
tipliee par Texc^s de la somme des termes de rang impair sur la somme des 
termes de rang pair. 

On forme les differentes sommes indiquees, et on verifie aisement regalite. 

XIV. Dans une progression par difference, dont les termes sont entiers, si p 
est un nombre premier avec la raison, et que Ton divise p termes consecutils 
par p, on- obtiendra pourrestes tous les nombres 0, 1, 2, 3,... (p— 1). 

On pfouve que deux restes ne peuvent pas fetre egaux. 

XV. Un triangle etant donne, on forme un second triangle qui ait pour c6tes 
les medianes du premier, un troisieme triangle avec les medianes du second, 
et ainsi indefiniment. On demande la limite de la somme des aires de tous ces 
triangles. 

Cette limite est quatre fols Taire du triangle donn^. 
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CHAPITRE II. 

TUEORIE ELEMENTAIRE DES LOG4IlITni[E9. 



S I. Definition des logarithmes. 

380. DEFINITION. — Lorsque Ton consid^re deux progres- 
sions, I'une par quotient et.commencant par Tunit^, Tautre par 
difference et commen^ant par z^ro , les termes de la scconde 
sont appel^s les logarithmes des termes qui ont le meme rang 
dans la premiere. Ainsi, soient les deux progressions : 

r|^ I ••^•^•^ • ^ •f ••••••«! ••••..l^ ••■•••<^ •••••9 

( tO. r . 2r. 3r.4r mr nr pr. . . . ; 

ntr est le logarilhme de ^. 

Remarque. — Le logarithme d'un nombre consid6r6 isol6- , 
ment est tout k fait arbitraire. Si Ton demande quel est le loga- 
rithme de By cette question n*a aucun sens, tant qu'on n*d pas 
ctioisi les progressions qui d^finissent le systtme des loga« 
rilbmes dont on veut parler. 

Dans tons les syst^mes le logarithme de 1 est 0. 

5S1 . Extension de la definition. — D'apr^s la definition pr6- 
c^dente, lorsque Ton a choisi les deux progressions qui d^fi- 
nisscnt un systftme de logarithmes , il semble que les nombres 
qui ne font pas partie de la progression par quotient, n'ont pas 
de logarithmes ; nous allons voir comment, en ^tendant celte 
definition, on est conduit k regard er chaque nombre plus grand 
que Tuniie comme ayant un logarilhme. 

Goncevons que Ton insure eutre deux termes cons^cutifs de 
chacune des progressions [1] un m6me nombre dc moyens; 
nous obtiendrons (33i, 541fi) deux nouvellcs progressions, com- 
mengant encore Tune par 1, Tautre par 0, ct dans Icsquelles les 
termes corrcspondants des progressions primitives se corres- 
pondront encore. Nous dirons done que les termes nouvelle- 
nient introduits, dans la progression par difference, sont les 
logarithtiies des termes de m6me rang, introduits dans la pro- 
gression par quotient. 

Alg. B. I" Partib _..__ 
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352. Tfl]£oRi:ME. — Pour que cette extension de fa definition 
soit admissible, il faut prouver que, si, en insurant des nombres 
diQ^rents de rooyens, on am^ne un m^me nombre, de deux ma« 
nitres difKrentes, k faire parlie de la progression par quotient, 
on lui trouvera, des deux niani^res, le m^me logarilhme. 

Supposons que Ton insure d'abord (p — 1) moyens entre les 
termes cons6cutifs des progressions [1], la raison de la progres- 
sion par quotient sera (541), l^q; et la raison de la progression 

par difference sera (529) -. En sorte que le terme, de rang 

(k-j-l), dans la premiere, sera (V^)*; etle terme correspon- 

AbluX, dans la seconde, sera k^. 

P 

Supposons maintenant que Ton insfere, entre les termes cons6- 
cutifs des progressions [1], un autre nombre (p' — I) de moyens; 

un terme, de rang (A;' + 1), dans la premiere, seraCy'g)*^, etle 
terme correspondant, dans la seconde, sera k' -,. 
Nou3 voulons prouver que, si Ton a : 

, r , , r k k' 

on aura aussi : «- = /c— , ou- = -7. 

P P P P 

Si, en effet, nous eievons les deux membres de r6galit6 [2] k 
la puissance pp', nous aurons : 

et cette dernifere 6galite entralne 6videmment : 

kp'=Kp, OU -=— . 

PP. 

Done, si Von pent introduire un mime nombre^ de deux manihres 
diffirentesy dans Id progression par qux)tientj on lui trouvera, des 
deux manitresy le meme logarithme. 

585. Th^orAme. — Si Von calcule des logarithmes en insirant 
vn certain nombre de moyervs entre les termes consicutifs des deux 
pro ressionsf puis que Von en calcule d'autres en inseiant un auir» 
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nombre de moyens , ces divei^s logarithmes peuvent itre considiris 
comme faisant partie d'un seul etmtme systeme. 

Pour le prouver, remarquons que si , enjtre les termes con- 
sfecutifs dela progression par quotient, on insfere d'abord (p — 1) 
moyens, puis(p' — 1) moyens, tons les termes obtenus, dans Tun 
et Tautre cas, font partie d'une seule et m^me progression, que 
Ton obtiendrait en insurant (pp'— 1) moyens. En effel, si Ton 
insure {pp' — 1) moyens entre deux termes cons^cutifs a et 6 
d'une progression , le terme b aura, apr^s cette insertion , le 
(PP'+l)"* rang. Si done, dans la progression ainsi form6e, on 
compte les termes de p' en p\ k partir du second, c'est-^-dire 

le (p' + i)"*, le (2p'+i)«*, le (3p' + l)"^ , b se trouvera 

le p"* de cette suite. Or, g 6tant la raison de la progression 
nouvelle, les termes ainsi d6sign6s sont respectlvement ^gaux 

^ aq^^ aq^y aq^^ ; ils sont done en progression; et Ton 

pent les consid^rer comme formant (p — 1) moyens entre a et 6. 
De m6me, si Ton compte les termes de p en p, ^ partir du se- 
cond, 6 se trouvera le p'*' de cette autre suite; et ces termes 
pourront 6tre consid6r6s comme formant (p'— 1) moyens entre 
aet 6.. 

La m6me remarque s'applique k la progression par difK- 
rence : on voit done que les deux syst^mes obtenus , en insurant 
s6par6ment (p— 1) moyens et (p' — 1) moyens, sont compris 
dans le syst6me unique, qui correspond k {pp'^— 1) moyens. 

Par exemple, si a et & ddsignent deux termes consScutifs qiielcoaques d*une 

progression par quotient ou par difT^rence, et que Ton insure entre a et d, 

d'abord trois moyens, puis ensuite cinq moyens, de maniere a former les pro- 
gressions 

a, Ai, Aa, A3, b, 
a, Bi, Ba, B3, B4, Bfc, 6;. 

si Ton insure ensuite (4X6 ~ 1) ou 23 moyens, on formera une progression 
nouvelle, dans laqueUe A|, Aa, As figureront aux rangs 7, 13, 19, et Bi, Ba, Ba, 
B4, Bs, auz rangs 5, 9, 13, 17, 21. 

384. Tn^ORtiME. — On pent insirer^ entre les termes consicutifs 
de la progression par quotient^ un assez grand nombre de moyens, 
pour que dev^x termes consicvtifs quelconques de la progression nou- 
velle different aussi peu qu*on voudra. 

En eflfet, soit q la^ raison, et soient A et Ag deux termes con- 
86cutifs quelconques de la progression donn^e. Si Ton insure 
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(m— 1) moyens entre ces deux tern^es, la raison de la progres- 
sion nouvelle sera 77; P^i* suite , deux termes consScutifs de 
eelte progression, compris enlre A et Ag, seront A(7g) et 
A (7^)**'» el leur diflKrence sera : 

. ACv'^r'-ACv/gr, ou Arv/?)*("v^-i). 

Comme k est inftrieur k m, (y'g)* est inKrieur i g; la difference 
est done plus petite que 

Ag(V^-l). 

Or, quand m crolt ind^flniment, (V?— tend vers z^rcCar, 
pour verifier que i'on a, pour une valeur suffisamment grande 
dem, 

quelque petit que soit t, il sutfit de prouver que Ton a, dans les 
monies circonstances : 

3 

yq<l + h OU g<(l-fe)«; 

et cette derniere in^galit^ est 6vidente, puisque Ton sait (339) 
que les puissances d'un nombre plus grand que 1 croissent, 
sans limites, avec leur exposant. 

Ainsi le facleur (^g" — l) tend vers z6ro; d'ailleurs le facteur 

Ag est fixe : done le produit Ag (77 — P^ut devenir aussi petit 
que Ton voudra, si Ton donne k m une valeur suffisamment 
grande ; et il en est de m6ine, a fortiori, de la difference con- 
sid6r6e. 

5dS. Remarque. — II r^sulte du thSorfeme (384), que les 
nombres dont les logarithmes sont d^Snis dans les paragraphes 
precedents, croissent par degr^s aussi rapproch^s que Ton veut. 
Si Ton se bornait cependant k cette definition , il y aurait une 
infinite de nombres qui devraient eire regardes comme n*ayant 
pas de logarithmes. On sait, par exemple (344), que, quel que 
soit le nombre des moyens inseres entre les termes de la pro- 
gression par quotient, 

•Hi:io:ioo:iooo ^ 

aucun de ces moyens n'est commensurable. Tous les nombres 
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commensurables peuvcnt^ au contraire, s'introduira, coinme 
moyens, dans la progression par difTSrence, 

4 1.2.3.4.5.... 

Par consequent, dans le syst^me de logarithmes que d^Gnissent 
ces deux progressions, les nombres commensurables qui ne sont 
pas entierSj sont tous des logarithmes de nombres incommensurables, 
et les nombres commensurables qui ne sont pas des puissances de 10^ 
nepouvant pas faire partie de la progression par quotient^ devraient 
Ure regardds comme n'ayant pas de logarithmes, 

356. DEFINITION DES LOGARrTHMES DES NOMBRES QUI NE PEUVENT 
PAS FAIRE PARTIE DE LA PROGRESSION PAR QUOTIENT. — Quaild UD 

iiombre ne peul pas ^Ire introduit dans la progression par quo* 
tient, son logarithme, qui ne pent ^tre commensurable (535), 
se d^finit de la mani^re suivante : 

Le logarithme d*un nombre N, qui ne pent pas faire partie de la 
progression par quotient y est plv^ grand que les nombres commen^ 
surables qui sont les logarithmes de nombres infirieurs a N, et plw; 
petit que les nombres commensurables qui sont les logarithmes de 
nombres supirieurs a N. 

Par exemple, dans le syst^me d^flni par les progressions du 
n* 35S, le nombre 37 ne pent pas faire partie de la progressior 
par quotient. Pour definlr son logarithme, concevons que Ton 
insure entre 10 et 100 un nombre considerable de moyens par 
quotient, et entre 1 et 2 le m^me nombre de moyens par difF6- 
rence; on trouvera, dans la progression par quotient, deux 
termes consecutifs qui comprendront 37, et dont les loga- 
rithmes commensurables, tr^s-peu difierents Tun de i*autre, 
comprendront, par definition, le logarithme de 37. La valeur de 
ce logarithine sera, d*ailleurs, parfiiitement d6termin6e : car 
elle sera la liniite commune, vers laquelle coiivergeront les 
logarithmes des deux nombres qui comprennent 37, lorsque le 
nombre des moyens ins6r^s crottra ind^Uniment. 

3S7. Th^rIime. — II r^sulte de tout ce qui pr6c&de, que 
tout nombre^ plus grand que 1, a un logarithme. 
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S II. G6n6ralit68 stir lea nombres incommensurables, 
5B8. DEFINITION G^N^RALE DES NOMBRES INCOIIMENSURABLES. -^ 

Nous venons (58G) de d^finir le logarithme d'un nombre, en 
disant quels sont les nombres commeiisurables qui sont plus 
grands que lui, et quels sont eeux qui sont plus petits que iui. 
Gette mani^re est le moyen ordinaire de d6flnition pour les 
nombres ineommensurables. Quelques explications sur ce sujet 
ne seront pas inutiles. 

n existe des grandeurs qui n*ont pas de commune mesure. 
On saity par exemple, que la diagonale d'un carr6 n'a pas de 
commune mesure avec son cdt6; il en est de mdme de la diago- 
nale d*un cube et de son ar£te. Dans ce cas, le rapport des deux 
grandeurs ne peut 6tre repr^sent^ par aucun nombre, entier 
»u fractionnaire : on dit qu'il est incommensurable. 

Pour d^finir un nombre incommensurable, on ne peut qu'in- 
diquer comment la grandeur qu'il exprime peut se former an 

moyen de runit6. Veut-on, par exemple, d^finirv^ nombre 
incommensurable qui repr6sente une grandeur bien dSterminie, 
savoir la longueur de la diagonale du carr6 construit sur un 
c6t6 ^gal k I'unit^? On dira qu*un nombre est plus grand ou 

plus petit que ^T, selon que son carr6 est plus grand ou plus 
petit que 2. Et, cela pos6, apr^s avoir adopts une certaine uniti 
de longueur, on regardera tons les nombres comme exprimant 
des longueurs port6es sur une m6me ligne droile, dans le m6me 
sens, k partir d'une m6me origine. Une portion de cette ligne 
recevra les extr6mil6s des longueurs mesuries par des nombres 

moindres que v/aj et une autre portion recevra celles des lon- 
gueurs mesur^es par des nombres plus grands que ^2. Entre 
ces deux regions, 11 ne pourra exister aucun intervalle d'^ten- 
due iinie ; car les nombres de Tune des series different, aussi 
pen qu'on veut, des nombres de Tautre. II n'y aura done entre 
eUes qu'un point de demarcation; et la distance k laquelle ce 

point se trouve de Torigine, est, par definition, mesurfee par ^, 

Nous nous sommes born6s k d^finir la grandeur dont |/2"est 
la mesure. Et, en efTet, il ne paralt pas possible de d^finir direc- 
tement un nombre abstrait. Si Ton r^fl^chit aux definitions 
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donn6es, inAme dans les cas simples des nombres entiers et 
fractionnaires, on verra qu'elles ne sont que I'mdication de 
reparation h t'aide de laquelle la grandeur, dont lis sont la 
mesure, derive de Tunit^. 

669. Addition et soustraction. Ajouter ou soustraire des 
nombres incommensurables, c*est trouver un nombre expri* 
mant la somme ou la' difference des grandeurs que mesurent 
les nombres proposes. 

560. Multiplication. Si le multiplicateur est commensu- 
rable, il n'y a aucun changement h apporter kla definition. 

Ainsi^ multiplier v^i par 7, c'est trouver un nombre exprimant 

une grandeur 7 fois plus grande que celle qu'exprime v^* Mul- 

— 3 

tlplier \/2 par r, c'est trouver un nombre exprimant une gran- 

3 — 

deur egale aux t de celle que mesure ^^* 

Mais si le multiplicateur est incommensurable, il faut une 
definition nouvelle. Nous appellerons produit d'un nombre A 
par un nombre incommensurable B, un nombre moindre que 
le produit de A par un nombre commensurable quelconque 
superieur k B, et plus grand que le produit de A par un 
nombre commensurable quelconque moindre que B. . 

561. Division. Diviser un nombre A par un nombre B, c*est 
trouver un troisieme nombre qui, muitiplie par le diviseur B, 
reproduise le dividende A. Cette definition s'applique, quels 
que soient les nombres A et B, commensurables ou incommen- 
surables. 

562. Racines. La racine m*^ d'un nombre incommensurable 
est un nombre qui, pris m fois comme facteur, donne un pro- 
duit egal au nombre propose. 

On voit que la seule operation qui exige une definition verita- 
blement nouvelle, est celle de la multiplication; toutes lesautres 
se ratlachent h celle-1^. 

5G3. Th^or^me. On pent toujours trouver deux nombres com' 
mensurableSy ayant une difference aussi petite quon le voudra^ et 
qui comprennent entre eux un nombre incommensurable donni. 
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En effef , soit n un hombre entier quelconque; si Ton consi- 
d^re la suite : 

12 3 4 5 

on voit que ses termes augmentent sans limite ; comme ils com- 
meneent h z6ro, le nombre incommensurable donn£, quel qu*ll 
soit^ est n6cessairement compris entfe deux d*entre eux, 

/ - et ^ ' . Et Ton peut prendre n assez grand pour que leur 
difference, qui est -, soit aussi petite que Ton voudra. 

564. Extension des th^ori^mes d^montr^s four les noh- 
bres commensurables, au cas des nombres incomicensubables. 
Le th^orftme precedent permet 6viderament d'^tendre aux nom- 
bres incommensurables les th^ordmes suivants, qui ont ^16 d6- 
montr^s pour les nombres commensurables. 

!• Dans un produit de pliLsieurs facteurSj on peut intervertir 
Pordre des facteurs. 

2* Pour multiplier un nombre par le produit de plusieurs fac- 
teurs , on peut le multiplier successivement par ces divers facteurs. 

3* Pour multiplier un produit par un nombre, il sufpJt de mw/- 
tiplier un de ses facteurs par ce nombre. 

4« Pour multiplier un produit par un autre, il svfjit de former 
un produit unique, avec les facteurs du multiplicande et ceux du 
muUiplicateur. 

b"* Pour multiplier deux puissances d'un mime nombre, U suffU 
d^ajouter les exposants. 



$ in. Propri^t^s des logarithmes. 

56S. Th^orAme I. Le logarithme Sun produit de deux facteurs 
est la somme des logarithmes des facteurs. 
Solent les deux progressions : 

•f . r . 2r . 3r mr :nr ( 

qui difinissent un systime de logarithmes. Les termes de la pre- 
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miftre sont les puissances success! ves de la raison q ; ceux de la 
seconde sont les multiples cons^cutifs de la raison r. 

Si Ton multipiie I'un par Tautre deux termes de la progression 
par quotient, q^ et g", on aura un produit (f"^ qui, 6videai- 
ment, est le (m-f-n + i)"' terme de la m6n)e progression; si 
Ton ajoute les logarilhmes de 5* et 9*, qui sont mr et nry on 
aura une somme (m -f- ri)r^ qui est 6videmment le (m4-n+ !)«• 
terme de la progression par difKrence, et, par consequent, le 
logarithme de g*"+"; la preposition est done d^montr^e. 

366. G^N^RAUSATioN. La demonstration pr^c^dente suppose 
que les nombres consid6r£s font partie de la m£me progression 
par quotient. Elle est en d^faut pour les logarilhmes incom- 
mensurables d^finis (536). Pour d^montrer que, dans ce cas, la 
proposition est encore exacte, remarquons que, si Ton donne 
deux nombres quelconques N et N', on pent toujours insurer 
dans les progressions assez de moyens, pour que les termes 
croissent par degr^s insensibles, et que, par consequent, il s'y 
trouve deux termes Ni et N'l, qui difl%rent, aussi peu qu'on le 
Youdra, de N et de N'. Or on aura (565) : 

log (N4 X N'O =;= log N. + log N'l. 

Le premier membre differe, aussi peu que Ton veut, de 
log(NxN% et le second, aussi peu que Ton veut, de 
logN + logN'; il est done impossible, que log (NX N') et 
logN + logN' aient une difference determinee queiconque; 
par consequent , ces deux quantites sont egales. G'est ce qu*il 
fallait demontrer. 

567. Extension au gas de plus de deux facteurs. Lethdo- 
rhne precedent s'itend i un nombre quelconqw de facteurs. Soil, 
par example, un produit de quatre facteurs abed; on a evidem- 
ment: 

[1] log (abed) = log {abc X rf) = log {abcy+ log d 

=log(a6) + logc+logd=loga-f log6+logc+logd. 

568. Th^or&me il Le logarithme (Tune puissance entHre et po^ 
sitive dCun nombre est le produit du logarithme du nombre par Fex^ 
vosant de la puissance. 
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Ge th^orftme est uoe consequence du precedent. Soit, en effet, 
a* la puissance consid^r^e; on a : 

loga*=log(aXaXaXa) 

* =loga4-loga + loga4-loga = 41oga. 

La demonstration s'applique evidemfnent, quel que soit Tex- 
posfint entier et positif. 

Ainsi , log rf" = m log a. [2] 

369. Th^or^me ni. Le logarithme d'un quotientestegal au logor 
rithme du dividendey moins celui du diviseur, 

Solent un quotient r, que je designerai par q; on aura : 

a = bxq\ 
done: log a = log 6 + log 5; 

d'oii: logg = loga — logft, ou log? = log a-- log &. [3] 

Remarque. On suppose, dans le \h6oThme precedent, que le 
quotient g est plus grand que 1; car les logarilhmes des nom- 
bres plus grands que 1 ont seuls 6t6 d^finis jusqu'i present. 

570. Th^orAme IV. Le logarithme d^une radne d'un nombre est 
igal au logarithme du nombre divise par Vindice de la radne. 

Soit la racine 7^, que je d^signe par r; on a , par definition : 

d'oii Ton conclut (568) : ^ ' 

loga = mlogr; 
et , par suite^ 

logr = !l|£, ou logv/a=l2i.«. f4] 

571. Remarque. Les quatre theorfemes precedents montrent, 
qu*une multiplication de plusieurs facteurs peut etre remplacte 
par V addition de leurs logarilhmes ; une division, par la sous- 
traction de deux logarilhmes; une formation de puissance^ par la 
multiplication du logarithme du nombre par Texposant; et enfin, 
une extraction de racine, par la division du logarithme du nombre 
par rindice de la racine. 

Mais il faut, pour profiler de ces simplifications, avoir une 
table de logarilhmes, el savoir y trouver le logarithme d'un 
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nombre donn6, et le nombre correspondant k un logarithme 
donD^. 



S IV. Ck)n8truction et disposition des tables de logarithmes. 

572. Logarithmes vulgaires. Dans les calculs num6riques, 
on emploie exclusivement le syslfeme de logarithmes d6fini par 
les deux progressions : 

« i : 10 : 100 : looo : loooo : looooo : . . . . 

^0.1.2.3.4. 5 ,. .. 

Dans ce syst&me, une puissance de 10 a pour logarithme son ex- 
posant. Gar, le logarithme de 10 6tant 1^ on a : 

log 10"= m log 10 = m. 

Les logarithmes de tou^s les autres nombres^ entiers ou fnaction- 
naireSy sont incommensurables (555). 



575. Caract^ristique. On nomme caract4ristique du loga- 
rithme d'un nombre la parlie enli^re de ce logarithme. Les. 
nombres compris entre 1 et 10, c'est-ii-dire ayant une partie 
enti^re compos^e d*un seul chiffre, ont pour logarithmes des 
nombres compris entre et 1; la caract6ristique est z^ro. Les 
nombres compris entre 10 et 100, c'est-^-dire ayant une partie 
enli^re compos6e de deux chifTres, ont des logarithmes compris 
entre 1 et 2; la caracteristique est 1. En g^ii^ral, les nombres 
compris entre 10*"* et 10" ont une partie entifere compos^e de 
n chiffres; et leurs logarithmes, 6tant compris entre (n — I) et n, 
ont pour caractferistique (n — 1). 

Done la caracteristique du logarithme d'un nombre contient au- 
taht d^unitis qu'U y ade chiffres dans la partie entik'e du nombre, 
moins un. 

574. Tn^ORiME. Lorsqu'on multiplie ou qu^on divise un nombre 
par une puissance de 10, la partie decimale de son logarithme h'est 
pas altMe; mais la caracteristique est augmentie ou diminuie iau- 
tant d^unitis qu*il y ena dans Vexposant de la puissance. 

En effet, on a (5(]5 et 568) : 

log (a X 10") = log a + log 10*= log a + n; 
et (569) : log — = log a — log 10*= log a—n. 
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575. Construction des tables. On ne calcule et on n*inscrit 
dans les tables que les logaritbmes des nombres enliers. Comme 
tons CCS logaritbmes soot incommensurubles (35o), on ne peut 
les ealculer qu'avec une certaine approximation; on se con- 
tenfe, en g^n^ral, des sept on buit premidres decimates. 

La definition, que nous avons donn^e (5S6}, conduit k la valeur 
approch^e du logarilhme d'un nombre. Car^ si Ton insure dans 
les progressions un nombre considerable de moyens, il y aura 
deux tcrmesconsecutifsde la progression par quotient, qui com- 
prendront le nombre donn^, et dont les logaritbmes seront des 
yaleurs approcb^es de son togaritbme. 

Mais ce proc^de serait fort long et irfes-penible ; et nous alions 
montrer, par un exemple, combien il exigerait d'op^rations. On 
donne, d^ailleurs, dans la seconde partie de I'alg&bre, pour le 
calcul des logaritbmes, des melbodes beaucoup plus rapides. 

ExEMPLE. On demande le logarithme de 1855. 

Comme 1855 est compris entre 1000 et 10000, son logarithme est compris 
entie 8 et 4. Si I'on insure un moyen en ire 1000 et 10000 dans la progression 
par quotient, et un moyen entre 3 et 4 dans la progression par diS<6rence^ on 

trouTe 

a=V 1000X10000= 3162,27766 

pour valeur du premier, et 3,5 pour yaleur du second. Ainsi * 

3,5 = log a= log 3162,27766. 

Comme 1855 est compris entre 1000 et a, son logarithme est compris entie 
3 et 3,5. Si Ton insure un moyen entre 1000 et a dans la progression par quo- 
tient, et un moyen entre 3 et 3,5 dans la progression par difference, on troupe, 
pour le premier, 

ft=V^lUUO a = 1778,2794, 

3+3 5 
• et pour le second, ^ — --^ ou 3,25 

AInsi : 3,25= 1 g b = log 1778,2794. 

Comme 1855 est compris entre aet&, son logarithme est compris entre 
3,25 et 3,5. Si Ton insure deux nouveauz moyens, on trouve, en d&signant le 
premier par e : 

3,375 =logv^= log 2371,3737 = log c. 

De mdme, comme 1855 est compris entre b et e, son logarithme est compris 
entre 3,25 et 3,375. Une nouYelle operation donne : 

3.3125 = log ^/Sc=loff 2053,5250 = logd. 



N 
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Ea continuant tins! les calculs, on forme le tableau suivant : 

3,5 = log a = log 3162, 27766 

3,25 = log >/lOOOa=log h = log 1778 , 2794 

3,375= log ^ah =log e *= log 2371, 373T 

3,3125 = log VST =rlog d = log 2053 , 5250 

3,28125 = log y/hd ^log e = log 1910, 95294 

3 ,265625 = log v^ =log ^ = log 1843 , 42296 

3,2734375 = log )/7f =log ^ = log 1876, 8843 

3,26953125 = log ^ =log h = log 1860, 0784 

3,26757812 = log ^Jh =log t = log 1851 , 7321 

3,26855469 = log }/hi =\og k = log 1855, 9005 

3,26806641 = log \/tk =log I = log 1853, 8151 

3,26831055 = log ^kl =log m = log 1854, 8575 

3 ,26843262 = log y^EwT =log n = log 1855 , 3789. 

En comparant d'une part n et m, et de Tautre ft et m, on a * 

n=r855,3789 fc=1855,9C05 

m= 1 854 , 8575 m = 1 854 ,8575 



d'oA: n — m=2 0,5214, * — m= 1,0430; 

et Ton Yoit que (n — m) est k peu pr^s la moiti^ de {k — m). 

Ea comparant, en mdme temps, d'une part, log n et log m, de rautrejog k 

etlog m, on a : 

log n= 3,26843262 log k = 3,26855469 

log m =3.26831055 log m = 3.26831055 

doa log n - logTO= 0,00012207 , logk— logm = 0,00024414 ; 

et I'on ydit que (log n — log m) est la moiti6 de (log k — log m) . Ainsi , les dif!i6- 
rences entre les nombres sont entre elles comme les differences entre leurs 
logarithmes. Si Ton admet que, pour des nombres aussi rapproches, ceite pro- 
portion soit ezacte, on en conclura imm^diatement le logarithme de 1855. On 
dira, en effet : si pour une difference entre n et m, ^gale k 0^5214, il y a^ entre 
leurs logarithmes, une difference ^gale k 12207 unites du huilicme ordre, 
quelle sera, pour une difference de 0,1425 entre 1855 et 1854, 8575, la diffe- 
rence X des logarithmes? et Ton trouvera : 

X = ^^^^1^/^^^ = 3336 unites du 8* ordre. 
5214 

£n ajoutant ce nombre au logarithme de m, on a : 

log 1855 = 3,26834391. 

576. Disposition des tables de logarithmes de CaliTet. La 
premiere table est toute simple ; elle conlienl les nombres entiers 
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depnis 1 ]usqa*& 1200, disposes saivant lear ordre, en plasieurs 
colonneSy au haut desquelles on Yoit la lettre N, initiale du mot 
nombre; k c6t6 et k droits de ces colonnes, on en remarque 
d'autres, ao baut desquelles est ^crit Log., Initiales du mot 
logarithme; de mani^re que cbaque colonne de nombres est 
imm^diatement suivie d'une colonne de logaritbraes, et que 
cbaque logarilbme est plac6 k droite et dans Talignenient da 
nombre auquel ii appartient. On n*a pas mis de caract^ristique 
aux logarithmeSy parce qu'on la connatt ais^ment k la seule 
inspection du nombre (373). Cbaque logaritbme est donn6 avec 
huit d^cimales. 

Cette table est nomm^e Chiliade I, parce qu'en effet elle con- 
tient les logarithmes du premier mille. {Chiliade est un mot grec 
francis^, qui signiCe assemblage de mille unites.) 

Les tables suivantes sont un pen plus compos^es : elles s'^ten- 
denl depuis 1020 jusqu'^ 108000. La premiere colonne, qu'on y 
remarque vers la gaucbe, et qui est intitul6e N, contient les 
nombres enliers depuis 1020 jusqu'Ji 10800. La colonne sui- 
vante, marqu6e 0, ofTre les parlies d^ciraales des logarithmes 
qui appartiennent k ces nombres ; en sorte que Tassemblage de 
ces deux colonnes forme la suite de la table premifere et donne 
sur-le-champ les logarithmes des nombres depuis 1020 jus- 
qu'^ 10800. Chacun de ces logarithmes n'a que sept decimates. 

Si Ton observe la colonne intitul6e N , on remarque que les 
nombres qui la composent ne sont pas tous Merits en totality; 
les deux derniers chifTres k droite de chacun d*eux sont seuls 
inscrits k leur rang; quant aux autres, on ne les voit indiqu^s 
qu'une fois sur cinq. Mais il est facile de les r6tablir, k la lecture. 

Si Ton observe la colonne marquee 0, on voit, vers la gauche 
de cette colonne, certains nombres Isolds, de trois chifTres cha- 
cun, qui vont toujours en augmentant d*une unit^, et qui ne sont 
pas k des distances tout k fait ^gales les uns des autres. Vers la 
droite de la m^me colonne sont des nombres, de quatre chifTres 
chacun, qui ne laissent point d'intervalle entre eux; en sorte 
qu'on pourraitcroire que certains logarithmes n'ont que quatre 
chifTres, tandis que d*autres en ont sept. 

Mais qu'on ne s'y trompe pas ; cbaque nombre isol6 est censo 
£crit au-dessous de lui-m^me, et vis-^-vis chacun des nombres 
de quaire chifTres qui sont dans la m6me colonne, autant de fois 
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qu'il est n^cessaire pour que chaque ligne soil remplie : lors 
done qu'on ne trouve, vis-i-vis un certain nombre, que qualre 
chiffres dans la colonne marquee 0, il faul 6crlre, vers la gauche, 
de ces qualre chiffres, le nombre isol6 de trois chiffres le plus 
prochain en montant. Au del^ de 10000, les nombres isol^s ont 
quatre figures, et les logarithmes ont huit d^cimales. 

Lorsque deux nombres sont decuples Tun de Tautre, leurs 
logarithmes ont pour difference le logarithme de 10 qui est 1, 
et, par consequent, leur partie d^cimale est la m^me (574). Ainsi 
Tassemblage des deux premieres colonnes, donl nous venons de 
parler, donne aussi, de dix en dix, les logarithmes des nombres 
compris enlre 10200 et 108000. Pour trouver les logarithmes 
des nombres interm^diaires, il faut avoir recours aux colonnes 
marquees 1,2,3,4, etc. Ges colonnes contiennent les quatre 
derni^res decimates des logarithmes des nombres termin6s par 
les chiffres qui sont en t6te de ces colonnes. Ainsi la colonne 
marquee contient les quatre derni^res d^cimaies des loga- 
rithmes des nombres, compris enlre 10200 el 108000, qui sont 
terminees par un z6ro, el en outre les nombres Isolds donl nous 
avons parl6 , et qui sont aussi census places k la gauche 'des 
chiffres que contiennent les autres colonnes. La colonne mar- 
quee 1 contient les quatre derniers chiffres des logarithmes de 
tons les nombres terminus par 1 ; la colonne marquee 2, ceux des 
logarithmes de tons les nombres terminus par 2 ; la colonne 
marquee 3, ceux des logarithmes de tons les nombres terminus 
par 3; et ainsi de suite jusqu'^ 9. On a, par ce moyen, une table 
k double entree, dans laquelle on consulte d'abord la premiere 
colonne, marquee N; et, lorsqu'on y a trouv6 les quatre pre- 
miers chiffres du nombre donl on veul avoir le logarithme, on 
suit de Toeil la ligne sur laquelle ils se trouvenl, jusqu'^ ce qu'on 
soil arrive k la colonne au haul de laquelle se trouve le cinqui^me 
chiffre du nombre donne ; alors on a sous les yeux les qualre 
derniers chiffres decimaux du logarithme cherche. Quant aux 
trois premiers^ ils sont exprimes par le nombre isoie qui se 
trouve, dans la seconde colonne, le plus prochain en montant. 
La derniere colonne contient les differences des logarithmes 
do deux nombres conseculifs de cinq chiffres et les parlies de 
CCS ditierences, c'est-^-dire les produils de ces mftmes differences 
multipliees par ^, -ft, A, etc., jusqu'Ji ^. Ces produils for- 
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ment aalant dc petiles tables qu'il y a de di£Kreiices. Ghacone 
de ces petites tables se trouve plac6e iinm6diatement ao-dessoas 
de la difference dont elle indique les parties. EUe est divis^ en 
deux colonnes par une ligne yerticale : h gauche sont les nom- 
bres de dixi^mes depuis 1 jusqu*^ 9 ; k droite et en regard sont 
les parties correspondantes. On verra plus loin quel est I'usage 
de ces tables. 

Hais comme, vers le commencement des tables, ces differences 
se trouvent trop nombreuses, et, par consequent, trop pr^s les 
unes des autres, elles n'auraient pas permis, si ellcs n*eussent 
occupy qu*une colonne, de placer les petites tables des parties 
proportionnelles dans I'intervalle qui se serait Irouv^ entre elles, 
G'est pourquoi on les a dispos^es d'abord sur deux colonnes : 
la premiere de ces differences occupe la premiere colonne ; les 
deux suivantes, sans sortir de la ligne horizontale oh elles doi- 
vent etre plac^es, sont repouss^es k droite, et occupent la se- 
conde colonne; les deux differences qui suivent se trouvent sur 
la premiere colonne, et les deux suivantes sur la secoude ; ainsi 
de suite. Dans les quatre premieres pages on n'a place les tables 
des parlies de ces differences que de deux en deux. 

Pour rendre ces explications plus claires, nous reproduisons 
ici Tune des pages de la table de Gallet. 



N. 768. 



L. 885. 



N. 





I 
3fi69 


2 
3725 


3 

3782 


4 
3838 


5 
3895 


6 
3951 


7 
4008 


8 
4065 


9 
4121 


DIFP. 


7680 


885.3612 


57 


81 


4178 


4234 


4291 


4347 


440A 


4461) 


4517 


4573 


4630 


4686 


1 


6 


82 


4743 


4800 


4856 


4913 


496! 


:)026 


508 


5130 


51U5 


5252 


2 


11 


83 


5308 


5365 


5421 


5478 


5534 


)o91 


5647 


5704 


5761 


5817 


3 


17 


84 


5874 


5930 


5987 


6043 


6100 


6156 


6213 


6269 


6326 


6382 


4 


23 

c\tf\ 


7685 


6439 


6495 


fi55-2 


6608 


6G6;-) 


-721 


6778 


6834 


6891 


SWi 


5 


29 


86 


7004 


7060 


7117 


7173 


7230 


7286 


734o 


7399 


7456 


7512 


6 

ma 


34 


87 


7569 


7625 


7682 


7738 


779o 


78bl 


7908 


7964 


8021 


8077 


7 
8 
9 


40 
46 
51 


88 


8134 


8190 


8247 


8303 


8360 


S'il6 


8473 


8529 


85P6 


8642 


89 


8699 


8755 


8 12 


S868 


892; 


8981 


9037 


9094 


9150 


9207 




7690 


9263 


9320 


9376 


9433 


9489 


9546 


9602 


9659 


9715 


9772 




91 


9828 


9885 


9941 


9998 


















886. 








0054 


0110 


016' 


0223 


0280 


0336 




92 


0393 


0449 


0.506 


0562 


06H 


0675 


0732 


07^8 


0844 


0901 




93 


0957 


1014 


lO-'O 


1127 


118:; 


1240 


1296 


1352 


1409 


1465 




94 


1522 


1578 


1635 


1691 


174^ 


1804 


I860 


191-7 


1973 


2030 




7695 


2086 


2143 


2199 


2256 


2312 


2368 


2425 


2481 


2538 


2&M 




96 


2651 


2707 


2763 


2820 


2876 


2933 


2989 


3046 


3102 


3158 


, 


97 


. 3215 


3271 


3328 


3384 


3441 


i497 


3553 


3610 


3666 


3723 




98 


3779 


3835 


J89V 


3948 


4005 


4061 


4118 


4174 


4230 


4287 




99 


4343 


^400 


4456 


4512 


4569 


4625 


4682 


4738 


4794 


4851 




7700 


4907 


4 64 


5020 


5076 


5133 


5189 


.S246 


5302 


53n8 


5415 




01 


5471 


5528 


2584 


5640 


5697 


5753 


5810 


5866 


5922 


.i979 




02 


6035 


6092 


6148 


6204 


6261 


6317 


6373 


6430 


6486 


6543 




03 


6599 


6655 


6712 


6768 


6824 


6881 


6937 


6994 


7Q?^0 


7106 




04 


7163 


7219 


7275 


7332 


7388 


7445 


7501 


75.S7 


7614 


7670 




7705 


7726 


7783 


7839 


7896 


7952 


8008 


8065 


8121 


8177 


8234 




06 


8290 


8:^46 


840 : 


8459 


8515 


8572 


8628 


8685 


8741 


8797 


• 


07 


8854 


8910 


8966 


9023 


9079 


9135 


9192 


9248 


9304 


9361 




08 


9417 


9473 


9530 


9586 


9642 


9699 


9755 


9811 


9868 


9924 




09 


9980 
























887. 


0037 


0093 


0149 


0206 


026? 


0318 


0375 


0431 


0487 




7710 


0544 


0600 


0656 


0713 


07(9 


D825 


0882 


0938 


0994 


105 i 




11 


1107 


1163 


1220 


1276 


1332 


1389 


1445 


1501 


1558 


1614 




12 


1670 


1727 


1783 


1839 


1895 


1952 


2008 


2064 


2121 


2177 




13 


2233 


2290 


2346 


2402 


2459 


2515 


2571 


2627 


2684 


2740 


■ 


14 


2796 


2853 


2909 


2965 


3022 


3078 


31. i4 


3190 


3247 


3303 




7715 


3359 


3416 


3472 


3528 


3584 


3641 


3697 


3753 


3810 


3866 




16 


3922 


3978 


4035 


409) 


4147 


4204 


4260 


4316 


4372 


4429 




17 


4485 


4541 


4598 


4654 


47 If 


4766 


4823 


4879 


4935 


4991 




18 


5048 


5104 


.S160 


5217 


5273 


o329 


.S385 


544*> 


5498 


5o54 




19 


5610 


5667 


5723 


5779 


6835 


5892 


5948 


6004 


6060 


6117 




7720 


6173 


622') 


6286 


6342 


6398 


6454 


6511 


6567 


6623 


6679 




21 


6736 


6792 


6848 


6904 


6961 


7017 


7073 


7129 


7185 


7242 




22 


729H 


7354 


7410 


7467 


7523 


7579 


7635 


7692 


7748 


7804 




23 


7860 


7917 


7973 


8029 


8085 


8142 


8198 


8254 


8310 


8366 




24 


8423 


8479 


8535 


8501 


864P 


8704 


8760 


88' 6 


8872 


8929 




7725 


89H5 


90'* 1 


9097 


9154 


9210 


9 66 


9322 


9378 


943.S 


9491 




26 


9547 
8S8 


9603 


9659 


9716 


9772 


9828 


9884 


9941 


9997 


0053 




27 


0109 


0165 


0222 


0278 


0334 


0390 


0446 


0503 


0559 


0615 




28 


0671 


0727 


0784 


0840 


0896 


0952 


1008 


1064 


1121 


1177 




29 


1233 


1289 

1 


1345 
2 


1402 
3 


145b 
4 


1514 
5 


1570 
6 


1626 
7 


1683 
8 


1739 
9 




N. 
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On Toit dans la table, k gauche de la colonne N, deox aatres 
colonnes, que nous n'ayons pas reproduites, parce qu'elles n'ont 
aucun rapport avec la thtorie des logarilhines. 



$ V. Usage des tables de logarithmes. 

577. Probl&me I. Un nombre quelconque itarU dontU, trouver 
son logarithme, par le moyen des tables. 

Le nombre donn6 peut 6tre entier et plus petit que 108000; 
ou bien, il peut ^tre decimal, ses chilTres formant, abstraction 
faite de la virgule, un nombre moindre que 108000. On ramdne 
ce second cas au prcmitT; et Ton consid^re d'abord le nombre 
comme s'il 6tait entier, sauf k donher ensuite k son logariihme 
une caract^ristique conveuable. 

1** Gas. Si le nombre donn6 est moindre que 1200, on le troa- 
vera dans la premiere chiliade, parmi les nombres naturels qui 
sont dans les colonnes marquees N. Le nombre qu*on trouvera 
k sa droite, sur la m6me ligne, et dans la colonne suivante, in- 
tilul6e Log., sera la partie d^cimale de son logarithme; quant 
k la caracl^ristique qui convlent k cc logarithme, elle est tou- 
jours £gale k 0, 1 , 2 ou 3, selon que le premier chifTre signifi- 
catif du nombre ezprime des unites simples, des dizaines, des 
centaines ou des miile. 

2* Gas. Si le nombre donn^ est compris entre 1020 et 10800, 
on le cherchera dans la table qui vient apr^s la chiliade I; et 
Tayant trouv6 dans la colonne intilul^e N, on consultera la co- 
lonne suivante, marquee 0. Si i'on y voit sept chifTies de front 
dans lalignement du nombre natural, on aura tout d'un coup 
la partie d^cimale du logarithme cherch^. Mais, si Ton n*y 
trouve que quatre figures, cllcs donneront les quatre derniers 
chifTres de la m^me partie decimate ; ensuite on remarquera qu'il 
r^gne, k leur gauche , une marge ou espacc blanc ; on suivra 
celle marge en montant ; cl le premier nombre dc trois cbitfres 
qu'on y rencontrera, exprimera IcS trois premieres figures de la 
partie d^cimale du logarithme chcrch^. flcrivant done ce nom-l 
bre vers la gauche des quatre chiilres qu*on a d^jk trouv^s, on! 
aura un nombre de sept chiffres comme ci-dcssus: entin on y 
joindra une caract^ristique convenable. Par exemple , k c6t6 de 
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7680, jetrouve 8853612 sur la m^me ligne et dans la colonne 
marquee 0; j'ai done, tout d*un coup, la partie d^ciniale du lo* 
garithme que je cherche ; il ne me reste plus qu'^ y joindre la 
caraet^rlstique 3. Si le nombre ^tait 7,680, la caract6ristique 
seraitz^ro; elle serait 1, si le nombre ^tait 76,80; 2, s'il ^tait 
768,0. A c6t6 de 7695, dans la colonne marquee 0, je ne trouve 
que 2086; mais, en suivant la marge, le premier nombre que je 
rencontre, en montant, est 886; mon logarithme est done 
3,8862086. Si le nombre avait cinq fignres, et qu'il ttii moindre 
que 108000, on trouverait de m6me son logarilhme. 

3* Gas. Si le nombre est compris entre 10800 et 108000, il a 
le plus ordinairement cinq chifTres significatifs ; on fera, pour 
un instant, abstraction du dernier, et Ton cherchera, comme ci- 
dessus, le nombre qu'cxpriment les quatre premiers. On suivra 
de Toeil la ligne sur laquelle on Taura trouv^, en la parcourant 
de gauche k droite, jusqu'^ ce qu'on soit dans la colonne, en 
haut de laquelle est ^crit le cinqui&me chifTre dont on a fait 
abstraction. Les quatre figures qui sont, tout k la fois, dans 
Talignement des quatre premiers chiffres du nombre donn£, et 
dans la colonne qui r^pond au cinqui^me, exprimeront les qua- 
tre derni^res d^cimales du logarithme de ce nombre. Quant aux 
trois premieres, on les trouvera, comme ci-dessus, en remon- 
tant le long de la marge de la colonne intitul^e 0. Soit, par 
exemple, 772,37 dont on veut le logarithme; je cherche 7723 
dans la colonne N, je ne vois rien dans son alignement k la 
marge de la colonne 0; mais un peu plus haut, je rencontre 887 
dans cette marge, je parcours la ligne du nombre 7723, et je 
m'arr^ie k la colonne marqu6e 7, sur laquelle (dans Taligne- 
ment de 7723) je Irouve 8254. La parlie d6cimale de mon loga- 
rithme est done 0,8878254; et ce logarithme est 2,8878254. Si 
le nombre 6tait compris entre 100000 et 108000 on trouverait 
de m6me son logarithme. 

S78. Gas on lb nombre .donn£ n'est pas dans la table. Les 
explications tr£s-d6taiil^es, qui pr^c^dent, donnent le moyen 
de trouver le logarithme d*un nombre entier moindre que 
108000, etceiuid*un nombre decimal, dont les chiffres, abstrac- 
tion faite de la virgule, expriment un nombre inf^rieur k cette 
limite. Pour trouver les logarithmes des nombres plus grands, 
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on remarqae qa*en diTisant ces nombres par one puissance con- 
venable de 10, on pourra toujours les rMaire k 6tre compris 
dans les limites de la table. Or, une pareille division diminue nn 
logarithme d*on nombre entier d*unil6s (574), et ne change 
pas, par consequent, sa partie d£cimale. Le probleme se r£doit 
done k trouver le logarithme d*au nombre qui n'est pas entier et 
qui est iuKrieur a 108000. 

Poor cela , on admtt gtie, dans des limites peu eloignies^ VaccroiS' 
stmtnt des logaritkmes tH proportUmnel a celui dts nombres. 

Soit, par exemple, un nombre 76807,753; on dira: 

le logaritme de 76807 est 4,8854008 ; 
celui de 76808 est 4,8854065; 

leur difference, indiqu6e dans la table, est 57 (unites d^cimales 
du septi^me ordre); par consequent, lorsque Je nombre aug- 
mente d'une unite, son logarithme augmente de 57 ; si done le 
nombre augmente seulement de 0,753, son logarithme augmen- 
tera d'une quantite x, determinee par la proportion 

1 57 



0,753 X ' 

d'oii a; = 57X0,753. 

Ainsi, pour avoir x, on multiplie la difference tabulaire par la 
partie decimale du nombre donnd, 

Dans la multiplication de 57 par 0,753, il ne faudra prendre 
que la partie entiere du produit ; car la partie decimale expri- 
merait au plus des dixiemes d'unites du septifeme ordre, c'est- 
k'divjd des unites du huitieme ordre, que Ton neglige dans la 
valeur des logarilhraes. 

Pour multiplier 57 par 0,753, on le multipliera successive- 
meiit par 7, 5 et 3; ces produits se trouvent tout calcules dans 
le tableau place au-dessous de 57, derniere colonne k droite de 
la table. lis sont r6duits aux chiCfres que Ton doit conserver, en 
supposant que le multiplicateur exprime des dixiemes. Ainsi 
vis-^-vis de 7, on trouve 40, au lieu de 39,9 qui serait le produi: 
exact; vis-ft-vis de 6, on trouve 29 au lieu de 28,5; vis-cl-vis de 
3, on trouve 17 au lieu de 17,1. Dans le cas aclueJ, 5 exprimant 
des cenliemes, le produit correspondant sera 2,9, auquel on 
substiluera 3 : 3 exprimant des milliemes, le produit corres 
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pendant devra felrc divis^ par 100; il exprimera alors 0,17, et on 
le n^gligera. 

La valeurde x sera, d'aprfes cela, 43; et, pour avoir le loga- 
rilhme demands, il faudra ajouler au logarithme de 76807, 
43 unites du septi^me ordre; ce qui fera 4,8854051. 

Si Ton voulail le logarithme de 76807753, il serail 6videminent 
7,8854051. En g6n6ral, pourvu que Ton conserve les mfimes 
chifTres, dans le mSme ordre, k quelque place que Ton mette 
la virgule, la partie d6cimale du logarithme reste la m^me. 

Remarque. On dispose les calculs de la mani&re suivante: 



Nombre. 
76807 


Logarithme. 
8854008 




/ • 4 • • • • 


40 




5 


2 


9 


«>•... 


• . 


17 



Log 76807 ,753 = 4,885405 1 

Dans I'addition , on n'6crit pas les sommes partielles prove- 
nant des chifTres silu^s k droite de la ligne verticale; on ne 
conserve que les retenues qu*elies peuvent donner pour le sep- 
liftme ordre. 

379. Probl^me il Vn logarithme itant donnif trouverj par le. 
moyen des tables j le mmbre auquel il appartient. 

1*'Cas. Si le logarithme, abstraction faile de la caract6ris- 
tique, se trouve parmi ceux de la premiere chiliade, on aura^ 
sur-le-champ le nombre qui lui correspond; ce nombre sera- 
dans la colonne marquee N, qui pr^c^de immediatement celle* 
qui contient le logarithme donn6, et dans ralignemcnt de ce 
logarithme. Apr^s Tavoir 6crit, on placera la virgule, de ma- 
ni^re'que le nombre ait un chiflre entier de plus qu'il n'y a . 
d'unitds k la caract6rislique (375). 

ExEMPLES : 2,1 7026172 = log 148 ; 

0,06781451= log 1,169. 

2* Cas. Si le logarithme ne se trouve pas dans la premifcre 
table, on cherchera les trois premiferes d6ci males de ce loga- 
rithme parmi les nombres Isolds que Ton voit dans la coionne, 
marquee 0, de la seconde table ; et les ayant trouv6es, on cher - 
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chera les quatre derni^res figures du logarithme parrai les 
nombres de quatre chifFres, qui sent dans cette m£me colonne, 
en descendant. Si Ton trouve ces quatre derni^res figures, on 
vcrra le noiubre cherch6 dans la colonne marquee N, et sur 
leur alignement. On 6crira ce nombre, et I'on donnera k la vir- 
gule la place que lui assigne la caract^ristique du logarithme. 

EXEMPLES : 4,8872796 = log 77 140, 

2,8863779 = log 769,8. 

• 

3* Gas. Si Ton ne trouve pas, dans la colonne marqu6e 0, les 
quatre derni^res figures du logarithme dono6, on s'arr&tera k 
celles qui en approchent le plus en moins;. on suivra la ligne sur 
iaquelle on se sera arr6t^, en la parcourant de gauche k droite; 
€t,.si Ton trouve dans cette ligne les quatre derni^res figures 
du logarithme donn6, on suivra, en montant ou en descendant, 
Ja colonne dans Iaquelle on les aura trouv^es ; le chiffre qu'on 
Terra k la t6te et au pied de cette colonne, sera la cinqui^me 
figure da nombre cherch6 , dont les quatre premieres se trou- 
veront, comme ci-dessus, dans la colonne marquee N. 

Veut-on savoir, par exemple, k quel nombre appartienl le 
logarithme qui a, pour partie d6cimale, 8871276? je cherche 
887 parmi les nombres isol6s de la colonne marqu6e ; je par- 
cours, en descendant, la m6me colonne, et je trouve que 1107 
approche le plus en moins de 1276; je suis la ligne qui com- 
mence par 1107, et je trouve 1276 sur celte ligne; je monte 
dans la colonne qui contient 1276, je trouve le chifTre 3 & la tfite 
de cette colonne ; je viens k 1276, et je vois que la ligne, oil il se 
trouve, r^pond au nombre 7711; j'6cris ce nombre, et ft sa 
droite le chifTre 3 que j'ai d6jft trouv6 : ce qui me donne 77113. 
€'est le nombre qu'il fallait trouver. Je place ensuite convcna- 
J)lement la virgule, d'aprds la valeur de la caract^ristique. 

ExEMPLEs: 4,8871276 = log 771 13; 

2,8871276 = log 771,13. 

4* Gas. Si le logarithme donn6 ne se trouv^ dans aucun des 
cas pr6c6dents, pour avoir le nombre auquel il appartient, on 
cherchera, comme ci-dessus (3« Gas), le logarithme qui en ap- 
proche le plus en moins. On cherchera le nombre entier cor- 
respondanti ce nombre et le suivant comprendront le nombre 
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demands, et Ton cherchera la difference avec un de ces nombres 
entiers, k I'aide de la proportion admise (578). 

ExEHPLE. Soit h chercher le nombre dont le logarithme a, 
pour parlie dScimale, 8870282. On Irouvera, comme il a 6t6 dit, 
que ce logarithme est compris entre 8870262 et 8870318, qui 
correspondent aux nombres 77095 et 77096; la difference de 
ces deux logarithmes, indiquSe dans la table, est 57 unites da 
dernier ordre; et le logarithme donn6 surpasse le plus petit des 
ieux de 20 unites du mftme ordre. On dira done : h une diffS** 
rence 57 entre les logarithmes correspond une difference 1 entre 
les nombres; done, k une difference 20 entre les logarithmes 
doit correspondre, entre les nombres, une difference x deter- 
minee par la proportion 

^ — L. 
20 "" 0? • 

20 
d'oii Ton conclut, a? = — ; et, par suite, le nombre cherche est 

v7 
20 

77095 -TT^y ou, en reduisant en d6cimales, 77095,35. 

Ainsi, pour avoir x, il faut diviser'la difference entre le loga^ 
rithme donn6 et le plus petit de ceux qui le comprennent par la diffi^ 
rence tabulaire, 

Remarque I. Si Ton retranche Tun de Pautre les deux loga- 
rithmes consecutifs 8870262 el 8870318, on trouve pour dif- 
ference 56 et non 57. On pent adopter neanmoins la diffe- 
rence 57 donnee par Callet, qui, k cause des chiffres d^ciraaux 
non ecrits dans la table, est peul-etre aussi prfes de la veritable 
que 56. 

Re&iarque il On pent, k I'aide de la petite table des parties 
proportionnelles, effecluer la reduction de x en decimates. On 
y cherche, dans la colonne de droite, le nombre qui approche 
le plus de 20 en mains; on trouve 17, qui correspond & 3; 3 est 
le chiffre des dixifemes du nombre cherche. Comme il reste 
encore (de 17 ^ 20) 3 unites du septieme ordre, on les conver- 
tit en 30 unites du huitieme ordre; on cherche de nouveau, 
dans la colonne de droite, le nombre qui approche le plus 
de 30, et le chiffre 5, qui est k gauche de 29, est le chiffre des 
centiemes. 
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Remarque III. On dispose le calcul de la mani^re suivante : 

Logarithme. Nombre. 

8870282 

8870262 77095 

20 35 

4,8870282 = log 77095,35. 

Si Ton Youlait le nombre qui a pour logarithme 5,8870282, 
il serail 6videmment 770953,5. En g6n6ral, aprfes avoir trouvej 
comme ci-dessus, les sept cbifTres cons^cutifs du nombre de- 
mand^y en faisant abstraction de la caract^ristique du loga- 
rithme, on place la virgule, de mani^re k s^parer, sur la gauche, 
un nombre de cbifTres supdrieur d*une unit6 h cette caiact^- 
ristique. 

880. Remarque IV. Nous ne pouvons pas indiquer ici la 
liraile de I'erreur que Ton pent commeltre, en supposant Tac- 
croissement des logaritbmes proportionnel k celui des nombres. 
Nous ferons observer seulement, que Tinspection des tables 
montre que cette proportionnalit^ est k pen pr^s exacte dans 
des limites assez ^cart^es^ La difference de deux logaritbmes 
cons6culifs varie, en effet, trfes-lentement ; et, au degr6 d'ap- 
proximalion que donnent les tables, elle resle souvent con- 
stante pendant plusieurs pages; il en r^sulte ^videmment que, 
pour les nombres enliers compris dans ces pages, Taccroisse- 
ment des logaritbmes est proportionnel k celui des nombres. 

Lorsque Ton emploie cette proportion pour completer le loga- 
ritbme d'un nombre (378), I'erreur ne porte que sur les. unites 
dicimales d*un ordre inKrieur au septifeme. Lorsqu'on I'applique 
k la recberche du nombre corrcspondant k un logaritbme donn6 
(570), elle ne pent fournir, au degr^ d*approximation des tables, 
que deux chiffres au plus, en sus des cinq cbiffres que donne la 
lecture directe. 



$ VI. Application de la thSorie des logaritbmes. 
581. MOYEN D'eFFECTUER Li MULTIPLICATION, LA DIVISION, ETC, 

Lorsqu'un nombre inconnu resulte de multiplications, divi- 
sionSj ^Idvalions aux puissances ou extractions de racincs. effcc- 



» 
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iVL&es sur des nombres donnas, pour determiner sa valeur, on 
cherche celle de son logarithme, qui r^sulte d'op6rations beau- 
coup plus simples. Le logarilhme ^tant connu, on determine le 
nombre correspondant, comme 11 a 6t6 dit (570}. 

ExBMPLB. Calculer I'expression : 

On a, d'apr^s les principes (805) et suiv. : 

log ff =: § log 36926,5 + I log 2629 - | log 6258,96. 

.On cheiche les trois logarithmes dans les tables^ et on eSectuele ealcnl : 

!• 86926 5673323 

5 59 

log 36926,5= 4,5673382 
3 log 36926,5 =13,7020146 

^log36926,5= 1,9574307 

2" log 2629 = 3,4197906 

i log 2629 = 0,6839581 

5 

3* 62589 7964980 

6 ^ 42_ 

log 6258,96= 3,7965022 
2 log 6258 ,96= 7,5930044 

^log 6258,96= 2,6310015 

log a? = 0,1 103873 

1103873 

1103540 12893 

333 99 

Done: a =1,289399. 

582. Gas on quelques uns des nombres donn£s sont plus 
PETiTs QUE l'unit^. D'app^s nos d^Gnitionsj les nombres plus 
grands que Tunit^ ont seuls des logarithmes. U est done essen- 
liel que les nombres, sur lesquels on op&re, remplissent tons 
cette condition^ Or on pourra toujours faire en sortc que cela 
ait lieu ; car, si Ton a k multiplier un nombre par un nombre a 

inKrieur a I'unit^, on pourra le diviscr par le nombre ~, qui 
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est plus grand qoe 1; et, si Ton a it le diyiserpar ayOnpoQira 
le multiplier, au contraire, par - . 



EzsMFLB. Galculer rezpression : 



On £crit : 



'= {</¥)'■• 



et ron a : log « = | (log 135^2 —log 11). 

Or on trouro s log 13572 =4^1326439 

logll = l,0'il3927 



log 13572 — log 11 =3,0912512 
1 Gog 13572— log 11) = 6,1825024 

log«= I (log 13572 — log 11) = 2,0608341 

0608341 

0608111 11503 

230 608 

Done: »= 115,03608. 

385. CaS OtJ LE NOMBRE A GALCULER EST MOINDRE QUE L'UNIT^. 

Si le nombre h calculer 6lait lui-mfeme moindre que 1, nos defi- 
nitions ne lui assigneraient pas de logarithme. Dans ce cas, on 
le mulliplierait, au prealable, par une puissance de 10 assez 
grande, pour que le produit surpassat runit6; on appliquerail 
alors la m6lhode pr^c^dente, el Ton dlviserait le r6sultal par 
cette puissance de 10. 

ExEHpLE. Calculer Texpression : 

Comme x est plus petit que 1, on le multipliera par 10", n devant 6tro d6- 
termiD^ plus tard; et Ton aura : 



lO-X « = 10" X iV,-i-x ^'^ = 1^ 

^ *" '^ V 375 10000 ^/SvTx 



</' 



X 1 0000 



5142 
et, ptr suite, 

log (10-X»)=n- i(lcg 375+ log 10000— log 5142). 
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Or on trouve : log 375 = 2,5740313 

log 10000 = 4, 
log 5142 = 3,7111321 



log375+ log 10000— log 5142 = 2,8628992 
I (log 375 + log 10000— log 5142) = 0,5725798. 



1 



On volt qii'il suffira de prendre n= 1, pour que la soustraction puisse s'effeo- 
tuer. On aura done : 

log 10» = 1 -0,5725798 =0,4274202. 
On calcule ensuite le nombre correspondant : 

0,4274202 

0,4274050 26755 

152 94 

A.insi: 10a;=2,675594; d'ou ff=:0,2675594* 

ti VII. Des caract6ristiquefl n6gatiyes* 

884. DEFINITION DE LA CARACT^RISTIQUE N^ATIVE, NOS defi- 
nitions n'assignent pas de logarithmes aux nombres plus petits 
queTunilfc; et, pour6tendre jusqu'^eux le Wn6fice de ce pro- 
c6d6 abr6g6 de calcul, nous venons devoir (385),qu'on doitles 
rendre ^up^rieurs & 1, en les multipliant par una puissance con- 
venable de 10. Mais ce n'est pas ainsi que Ton procMe ordinai- 
rement dans la pratique. On ne change pas les nombres 
moindresquerunitfi; on dAfinit, parune convention formelle, 
les logarithmes de ces nombres, et Ton d6montre que les pro- 
pri^t^s, dont jouissent les logarithmes ordinaires {n«« 36tt et 
suiv.),s'6tendentsans modifications aux logarithmes nouveaux. 

Pour d6finir le logarilhme d'un nombre A inferieur k Tunil^, 
nous remarquerons qu'on peut toujours mulliplier A par une 
certaine puissance n de 10, choisie de telle mani^re que le pro- 
duit soit plus grand que I, et ait par consequent un logarithme 
(5o7). Or on a vu (374) que, lorsque Ton divise par 10* un 
nombre plus grand que 10% la partie d^cimale de son loga- 
rithme ne change pas, mais la caract6ristique (qui est au moins 
^gale k n), est diminu^e de n unites. On convient d'^tendre ce 
(h6or6me aux nombres plus petits que 10*, lesquels, par la 
iivision, deviennent inKrieurs k Tunit^, et de nommer loga" 
ithme de A le logarithme de (A X 10*) diminxd de n unitis. 
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EiEMPLE* Quel est 1e logarithme de 0,0076807753? 

Si, pour flier les id^es, on muUiplie ce nombre par 1000, de 
mani&re k le rendre plus grand que 1 et plus petit que 10, le 
produitest 796807753, etson logarithme est (578) 0,885405 1 . 

On devra retrancher 3 du r^suitat pour aToir le logarithme 
cherch6. Ainsi, par d^Gnition : 

log 0,0076807753= 0,8854051— 3. 

Com me 3 est un nombre entier, on le retranche de la caracte- 
ristique qui devient negative, et la partie d^cimale reste posi- 
tive. On £critd*ailleurs ainsi le r^sultat : 

log 0,0076807753="3,8854051. 

Si pour rendre un nombre A plus grand que 1 et plus petit 
que 10, 11 faul le multiplier par 10", la caract^ristique du pro- 
duit| qui est z6ro, devient — n apr^s la soustraction. On en con- 
clut ais^ment, que la caracUristigue negative du logarithme cTun 
nombre inf&rieur h I'uniU, contient un nombre d*unites egal au 
rang qu'occupe^ & partir de la virgule, le premier chifpre significatif 
du nombre. 

^Ott. GaLCULS RBLATIFS AUX NOMBRES MOINDRES QUE L'uNITJ^- 

Ilr6sultede la convention, qui sert de d^fmition aux logarithmes 
des nombres inKrieurs k l*unit6, que Von calcule la partie de- 
cimale de ces logarithmes d'aprh les rhgles posies (377 et 378), 
c^est-h'dire en faisant abstraction dela virgule^ etque Von donne en- 
suite au risultat une caractiristique negative ^ dont la valeurestegale 
aurang du premier chifpre signi/icatif du nombre apres la virgule. 
Inversemcnt, on calcule les chiffres du nombre correspondant 
i un logarithme dont la caractiristique est negative^ d' apres les 
rhgles posies (379 et 380), c'est-d-dire en faisant abstraction de la 
caractiristique; et Von place ensuite la virgule, de maniere que le 
rang du premier chiffre significatif^ a partir de la virgule, soit igal 
au nombre d*unitis de la caractiristique. 

586. Extension des propri6t£s des logarithmes au cas ou 
LES NOMBREs soNT MOINDRES QUE l'unit^. La propri6t6 fonda- 
menlale des logarithmes consiste en ce que le logarithme d'un 
produit de deux facteurs est igal a la somme des logarithmes des 
deux facteurs. Nous allons monlrer que cetle propri6t6 s'6tend au 
cas od les facteurs sont moindres que Tunit^ 
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Soient deux nombres, A, B, tous deux inf^rieurs k 1 : soient 
lO' et 10* les puissances de 10, par lesquelles on doil les multi- 
plier, pour qn'ils deviennent plus grands que 1 et plus petits 
que 10. Les logarilhmes des deux produits seront compris entre 
et 1 (375) ; de sorte qu'en les d^signant par 0,a el 0,6, on 

aura : 

log (A X 1 O*) = 0,a, log (B X 1 0«) = 0,6. 

II risulte alors de la definition (584), que : 

log A=0,a— p, log B=0,6— <7; 

et par consequent, 

logA4-logB=0,a+0,5— p— g. [1] 

D'un autre cdie, la propriety fondamenlale (565), appliquce 
aux nombres (Ax 10**) et (BX 10«), plus grands que 1, donne : 

logj(AxiO')(BxlO*)j=log(AxlO')+log(BxiO«). 

ou log (ABX 10'^)=0,a+0,6; 

et par suite, si Ton applique au nombre AB, qui ^st plus petit 
que 1,1a convention (584), c'esl-i-dire, 

logAB=log (ABXIO'**)— (p+g), 

on en conclut : 

logAB= 0,a+0,6— (p+g). [2] 

Gomparant enfin les egalit^s [1] et [2], on en tire : 

logAB=logA+logB. [3] 

G*est ce qu'il fallait d^montrer. On d^montrerait la proposition, 
dans le cas o(i Tun des nombres A, B, serait plus grand que 1, 
en suivant une marche analogue. 

La propriety fondamenlale eiant ainsi etendue k tous les cas, 
les autres propri6t6s des logarilhmes (568, 569, 570), se Irou- 
vent, par cela m^me, generalis^es : car elles sont des conse- 
quences de la premiere. 

587. RfeGLES DECALCUL POUR LES OPERATIONS A EFFECTUER SUR 
LES LOGARITHMES A CARACT^RISTtQUE Nl^GATlVE. Un logarithme, 

k caracierislique negalive, doit eire regarde comme un binomc 
de la forme (—a+^)f dans lequel — a represente la caracie- 
rislique et b la partie d^cimale. Par consequent, si Ton rencontre 
un pareil nombre dans une addition, on devra addilionner la 
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partie d£cima1e, et soastraire la caract^ristiqoe. Si Ton a, aq 
contraire, h le soastraire, on dcYra retnmcher la partie d£ci- 
male, el ajoater la caract^risliqae. 



AddiiioB. SoostnctieD. 

2,7396452 3,5236729 

3,6854386 2,7854831 

2,6734895 2,7381898 
1,0985733 

Si Ton a h multiplier im nombre, k caract£ristiqae negative, 
par un nombre entier, on multiplie s^par^nient la partie d^ci« 
male et la caract^ristique par le moltiplicatenr^ et Ton fait en« 
suite la reduction. 

EXEMPLE. 





MolUpIication. 


• 


3,89367386 




24 




357469544 




178734772 




21,44817264 




— 72 


Le produit est : 


51,44817264 



S'il s*agit d'une division par un nombre entier, on divise d*a- 
bordla caract^iistique negative da dividende par le diviseur ; et 
si la division se fait exaclement, on ach^ve Top^ration, en divi- 
sant ia partie d^cimale. Mais, si la earact^ristique da dividende 
n'estpas exactement divisible par le diviseur, pour conserverao 
quotient la forme qu'a le dividende, on prend le quotient par 
exc6s; on oblientainsi la caract^rislique negative du quotient, 
et un reste positif, que Ton ajoute k la partie d^cimale du divi- 
dende ; et en divisant la somme par le diviseur, on trouve la 
partie d^cimale positive du quotient* 

EXEMPLES. 

Divigion : l«'ca8« Dirisioii : 2«ca8. 



12,7328642 



6 13,2672958 



212.1221440 3 



3.453459J 
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Le premier cas n'a pasbesoin d'cx plication. Quant au second, 
on remarque que, 13 n*6tant pas divisible par 5, et le plus petit 
nombre, sup^rieur k 13 et divisible par 5, 6tant 15, on pent 
6crire le dividende sous la forme— 15 -[-2,2672958; que le quo- 
tient de — 15 par 5 est — 3, et que celui de 2,2672958 par 5 

est 0,4534591 ; que par suite, le quotient complet est 3,4534591. 
Ge r^sultat s'obtient ^videmment par la r^gle ^nonc^e plus haut. 

388. Appucation. Ges conventions nous permettentd'appliquer les proc6d6s 
ordinaires du calcui des logarithmes, dans le cas oii certains nombres sont 
moindres que Tunite , sans qu'il soit n^cessaire de les rendre, au pr6alable, plus 
grands que 1. Reprenons, en efiet, le calcui du n* 383. On demande de cal* 
culer Tezpression : 

On a : log » = ^ Hog — + log 0,5142 j . 

Or : log 5!^ = log 1 - log 375 = — 2 , 57403 13 =3 ,4259687 ; 

puis log 0,5142 =1 , 71 11321 ; 

1 ^^ 

done : logr^ + log 0,5142 = 3,1371008, 

o75 

et 1 Aog ^ + log 0,5142^ =1.4274202. 

Par suite, le nombre correspondant est : •=0,2675594. 



$ yill. Emploi des complements. 

589. DtoNiTioN. On appelle compUment d'un nombre N ^ 10, 
la difference 10 — N. Si le nombre N est positif et plus petit 
que 10, les chiflfres du complement sont les complements h, 9 des 
chiffres de N, ii I'exception du dernier chifTre significalif de 
droite, qui est le complement & 10 du dernier cbillre de N. 

EXEMPLES. G* 3,72543 = 6,27457, 

0*7,28540=2,71460. 

Si le nombre est positif et plus grand que 10, on obtient la 
partie d6cimale du complement d'apres la m6me regie ; et pour 
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avoir la partie enti&re, on retranche 10 de la partie entiiredu 
nombre, on ajoule 1, et on donne au r^sultat le signe — . 

ExEBiPLE. G* 12,7258 = 3,2742. 

Car on a i souslralre de 10 le nombre 12,7258 (587). 

Si le nombre N a une caracl^rislique n6gative, on ajoute h 10 
cette caract^ristique , chang^e de signe, en la diminuant d'une 
unit^, et Ton ^crit, a la suile, le complement de la partie d^ci- 
male. 

EXEMPLE. C*'3,74652 = 12,25348. 

Car on a i ex6culer Top^ralion 10 + 3 — 0,74652. 

590. Usage des complj^ments. Lorsque, dans les calculs loga- 
rilhmiques, on est conduit h faire une soustraction, on la trans- 
forme le plus souveut en addition, k Taide des complements. 
On a, en effet, identiquement : 

a — 6 = a + (10 — 6)— 10. 

Ilsuffit done, pour calculer la difference (a — 6), d'njouter k a 
le complement de 6, et de relrancher 10 du r6sultat. 

En general, pour calculer Texpression [a—b-^c — d-^-e - /), 
on la rem place par Texpression equivalente 

(a + O'b + c + G'd + e + Of—30), 
dont la valeur s'oblient par une addition. 

ExEMPLE. Calculer la cinquieme puissance de rr. On a t 

log 2= 0,30103000 

log 37 =1,56820172 
cMog37= 8,43179828 

log^= 2,73282828; 



log^^y = 5log^ = 7,66414140. 



6641414 
i41 

73 77 



6641341 46146 ! 



Done (;^)''~0,000C004614677. y^ 
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S IX. Des difKrents fyst^es de logarithmes. 
591. Il T A UN NOMBRE INPINI DE STSTIiMES DE LOGARITHMES. 

On peut choisir k voloiil6 deux progressions, Tune par diffe- 
rence et commencant par z6ro, Tautre par quotient et commen- 
Cant par 1; elies fourniront un syst^me de logarithmes, qui 
joulra de toutes les propri^tes d6montr6es (n*** 3G5 et suiv.). 
Ges syst^mes sont done en nombre infini. lis sont li^s les uns 
aux autres par une loi tris-simple, qui r6sulte du th^orime 
snivant. 

502. TH^ORiME. Le rapport des logarithmes de deux nombres 
est le mime dans totis les systhmes. 

En effet, soient A et B deux nombres quelconques; et soit — 

la fraction, A termes entiers, qui, dans un certain systfeme^ re- 
prisente le rapport de leurs logarithmes. Nous aurons : 

}5|| = ^; d'oi nlogA=mlogB. [l] 

Or cette derni^re ^galitS ^quivaut & : 

logA» = logB*; d'o& A*=B"'. [2] 

Hais, si Ton consid^re un autre syst^me de logarithmes, dans 
lequel les logarithmes soient indiqu^s par la notation log', on 
pourra prendre, dans ce systftrae, les logarithmes des deux 
membres de r^galiti [2], et Ton aura : 

nlog'A = mlog'B, d'oii ^^=^^ [3] 

n •* \09:'k log A r,- 

Parsnite: i5i^ = i^- W 

Cest ce qu'il fallait d^montrer. 

Remarque. La demonstration pr^cedente suppose, que le rap- 
port des deux logarithmes consid^r^s est commensurable. S'il 
n'en etait pas ainsi, on pourrait en consid^rer deux autres, aussi 
pen differents qu'on youdrait des premiers , et qui rempliraient 
cette condition : le th^or^me s'y appliquant, quelqne rappro- 
chis qu'ils soient des deux logarithmes proposes, nous regar^ 
dons, comme Evident, qu*il s'applique 6galement k ceux-ci. 
Alo. B. I^* Partib. 20 
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595. GoROLLAiRE. On tire de I'dgalit^ [4] : 

loff'A loff'B 



[5] 



log A logB* 

Ainsi» h rapport des logarithmes (Tun mime norribrey dans diux 
sysltmes di/fdretUs, est k mime pour tons les nombres. 

594. Module. Si , pour denx syst^mes d6termin£s, on repri- 
sente ce rapport constant par M, on a : 

log'A=MIogA. [6] 

Par consequent, lorsqu^on connait les logarithmzs de tons ks 
nombres dans un certain syslhm^^ pour avoir les logarithmes dans 
un autre systhme, il faut multiplier les premiers par un nombre 
constant M. Ce nombre constant s'appelle le module du nouveau 
syst^ine par rapport au premier. 

595. Base. 11 r£su1te du th^or^me pr^eident, qu'une table de 
logarithmes etant coDStruite, on pourra en construire une se- 
conder pourvu que Ton connaisse un seul des logarithmes du 
nouveau syst^me. Gar on tire de r^galit^ [4] : 

log'A = logAxlg. [7] 

Si done on connait log'B, pour avoir le nouveau logarithme 
de A, il suffira de multiplier log A par le rapport connu t — ^. 

Pour d^finir un syst^me de logarithmes, on donne ordinaire- 
merit le nombre qui a pour logarithme Tunit^. Ge nombre se 
nomme la base du syst^me. 

La base du syst^me vulgaire est 10. 

596. GaLCUL du logarithme d'uN nombre dans UN STSTEME 

QUELCONQUE. D'uprfts CO qui precede, les tables de logarithmes 
vulgaires, calcul^es pour le cas oil la base est 10, permettent de 
calculer le logarithme d*un nombre dans un syst^me quelcon- 
que. Proposons-nous, par exemple, de calculer le logarithme de 
7698, dans le syst&me dont la base est 12. On trouve, dans les 
tables de Gallet, que, dans le syst^me dont la base est 10, 

log 7698 = 3,8863779, log 12 = 1,07918125. 
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Dans le syst6me dont la base est 12 , on a : 

log' 7698=0?, log'12 = l. 

Donc(S98): 0^ = 3.8863779x^3^^, 

OU a? = 3,60122815. 

597. Galgttl de la base d'itn stst^me dans lequel on connait 
LE LOGARiTHUE D*UN NOMBRE. Proposons-nous, par exemple, de 
trouver la base du systfeme, dans lequel le logarithrae de 25 est 
0,78321. On a, dans ce syst^me, en d^signant la base par x: 

log'a? = l, log'25 = 0,78321. 

Mais, dans le syst^me vulgaire, on a : 

log25 = 1,39794001, 
,m^,^x 1 1,39794001 , „o,«o*« 

Done f598) : log » = '^ ^^3^^ = 1 ,7848853, 
et, par suite, x = 60,93759. 

EXERCIGES. 

L Quelle est la raison q d'une progression par quotient de 11 termes, dont 
le premier terme est 10, et dont le dernier est 100? Quelle est la somme S de 
cette progression? 

On trouve : q = 1,258925, S =447,5910. 

II. Quelle est la base » d'un syst^me de logarithmes dans lequel 6 est le lo- 
garithmede 729? 

On trouve : « =3. 

III. Quelles sent les bases eommensurables, telles que le logarithme de 20 
soit commensurable ? 

On trouve que la base est 6gale A 20^, p 6tant entier. 

IV. Quelle est la base x du systime dans lequel un nombre entier donn6 a 
est 6gal A son logarithme ? _ 

On trouve : «=ya. 

y. R^oudre le syst^me : 

»» + y»=o», log»+logy=!l. 

On remarqueque laseconde Equation ^quivaut A 9y^\/T^l etl'on est rap 
men6 it un probUme connu. 
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YL B^foodntefysltae: 

9 
M taie m^thode. 

"TO, Calcnler I'expresiion : 

(^10732872)** 

On tioure : «= 6206,157. 

vni. Calcnler Ti 



^. (^0,0000782567)** 
'(t'0, 000389672) *•* 

Od troQTe : «s= 0^006875045. 

]X« Calctxler rezpreifkm : 

dans laqaellea=4, 528621, 5s21,72857,e= |^, d=0,00875, e=r4839. 
On trouTe : s= 3966,30. 



s/a^ + b ylc 
X. Calculer rexpression : x = ^ . 9 



danslaquelto a=27,35825, 5=3,2782, e= ^9 d=38,54, #=0,003528. 
Ob trouTe : « ^ 0»3648341 . 



CHAPITRE III. 

DES INT^RETg GOHPOSES ET DES AWNUITES. 

S I. Dm int^rdts compost. 

808, D^HNiTiONS. Lorsqu'uu capital est pr6t6 pendant on 
certain temps, il produit un b^n^Rce que Ton nomme son 
UtUriL Le taux est Tint^r^t que rapporte un capital de 100 fr. 
pr6t6 pendant un an. Ordinairement le pr6leur recoit, k la fin 
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de chaque ar^nfe, les iui^rtis simples de son capital. Hais lorsque, 
au lieu de toucher ses int^r^ls, il les ajoute au capital, k mesure 
qu'ils sont ichus, le capital augmente, les int6r£ts grandissent 
chaque ann^e; et Ton dit alors que le capital est plac6 k interits 
composis. 

Dans les formules que nous allons d^montrer, nous repr^- 
senterons le capital pr£t£ par G, le capital accru de ses int^r^ts 
composes par A, et la dur6e du pr6t (6valu6e en ann^es) par n. 
Nous d6signerons par r rint6r6t rapport^ par 1 franc en un an; 
de sorte que r sera le cenli^me du taux. 

51)9. FoRMCJLE G^N^RALE DEs int£r£ts COMPOSES. Puisque 
1' rapporter* par an, el devient, par suite (1 + r), au bout d'une 
ann6e, un capital G deviendra, au bout du m^me temps, G(I+^). 
Ainsi, pour calculer ce que devient un capital, plac6 pendant un 
an, il faut le multiplier par (l + r). 

Ce capital G(l+r), placfe au commencement de la secondc 
ann6e, pour un an , deviendra done C(l + r) (l +r), ou G(l + r)*. 
Gette nouvelle somme, placee pendant une troisi^me ann6e, se 
mulliplie encore par (l+r), et devient G(l+r)«.Et, en g6n6ral, 
la somme plac6e, se multipliant chaque ann^e par (14~^}» ^^' 
vient apr&s n ann6es : 

A=C(l+r)\ [1] 

G'est la formule des int6r6ts composes. 

400. Gas ou le temps du placement comprend une fraction 

d'ann^e. Si la dur^e du prSt se compose de n ann^es et de 

k jours, on calcule d*abord ce que devient le capital G, apris 

n ann^es, par la formule [l]. Puis, remarquant que 1 franc 

kr 
rapporte —en A jours, h int6r6ts simples (I est le nombre de 

V 

jours de Tannic), on en conclut, que 1 franc devient, apr^s ce 

temps (l + -7)> ct que A devient A ( l + y). Done, en d6si- 

gnant par A' le capital cherch6, et en remplagant A par sa va* 
leur [1], on a : 

A' = G(l + r)«(l + ^). [2] 

401. Probl6mes. Ges formules scrvent k rdsoudre quelques 
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problimei, pour Icsquels Temploi des logarifhines est indis- 
pensable. 

l^Quedevient unetommedonnU C, plaUt h un taux darmS lOOr, 
pendant un temps donni? On emploie la formnle [l] ou la for- 
mule [2], selon que le teraps donn6 se compose d*an nombre 
exact n d*ann6es, ou qu*il renferme, en outre, un nombre h de 
jours. 

S"" Quelle somme fautril placer aujoyrdhui^ a un taux donni 1 00 r, 
pcwr obtmir une somme diterminie A, apres un temps donnS? On 
emploie encore Tune des formules [1] et [2] ; et Ton a, suivant 
lescas: 

(»+^> (l+r)-(l+y) 

d* Un capital donni (a a ill placi aujourd'hui; il a produit une 
somme donnie A, aprts un temps donni. Quel est le taux de Vintlrtt? 
Si le temps est un nombre entier d'anndes, on tire de la for- 
mule [1] : 



(l+^) = \/ 



[5] 



Haisy si le temps se compose de n ann6es et de ik jours, il faut 
employer Tdquation [2], qui est du (n+ 1)"* degr6 par rapport 
k Tf et dont la resolution appartient k I'algebre supdrieure. On 
peuty cependant, par quelques tAtonnements convenablement 
dlrigdSy obtenir promptement une valeur approchte du taux. 
On remarque, en effet, que, d'apr&s la for mule, 

ikr> 



A=C(l + r)«(l + y), [2] 



le capital A augmente avec le taux r, et diminue avec lui. Si 
done on donne k r une premiere valeur arbitraire r', et qu'on 
calcule, par logarithmes, la valeur du second membre, on trou- 
vera une valeur A', plus grande que A, si r* est trop grand, et 
plus petite que A, si r' est trop petit. En comparant la valeur 
trouvde A' avec la valeur donn6e A, on saura done, si r' est plus 
grand ou plus petit que le taux inconnu. On choisira, d*apr&s 
ccla, une autre valeur pour r, laquelle donnera lieu k un nou- 
veau calcul et k une nouvelle comparaison; et, k I'aide de quel- 
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ques essais, on resserrera ais^ment r entre deux limites, qui 
en fourniront promptement una valeur approch^e. 

4* Pendant comhien de temps faut-U placer un capital donni C, 
pour quHl produise une somme diterminie A, h un taux donni 1 OOr ? 
Gommc on ne sait pas si le temps inconna est ou n'est pas 
compos6 d'un noinbre entier d'ann^es, on n'a pas le droit d'em- 
ployer la fonnule [1], qui a 6t6 construile pour le cas oil n est 
entier. Cependant, si Ton en fait usage, on a : 

(l + r)"=^; 

d'oii Ton tire, en prenant les logarithmes des deux membres, el 
en divisant ensuite par log (l-j-^) • 

logA — logG r^, 

n=-j — 7--- — r-. [6] 

log(l-f-r) *• 

Si le quotient de (log A— log C) par log (1 4-^) estun nombre 
entier, il est 6videmment le nombre d'ann6es cherch6 ; car la 
formule [6] entralne la formule [1]. Si le quotient n'est pas en- 
tier, il faut en conclure que le temps inconnu n*est pas un 
nombre entier d'ann^es. Cependant on pent prouver que, dans 
ce cas, la partie entihre du quotient est la partie entihre du temps 
inconnu. Car d6signons par;? et (p+ 1) les deux nombres enliers 
cons^cutifs qui comprennent la fraction [6]; nousaurons : 

^Io<r A— 3'osrC ^ , , 
P< iog(i+r) <^+^' 
d'oii Ton tire : 

plog(l+r)<logA-logG<(p+l)log(l+r),. 

ou log(l+r)'<log^<log(l + r)''^^ 

De li, revenant aux nombres, on conclut : 

{l + ry<^<{l+rr\ ou C(l+r)'<A<C(l+rrS [7] 

in^galit^s qui prouvent le th^or&me 6nonc6. 

Si Ton veut maintenant connattre le nombre k de jours qui 
complStentle temps cherch6, on remarquera que la formule [2], 
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que Ton aurait dA appliqaer dans ce cas, donne, en j rem^ 
tant n par p : 

logA=logC+plog(l+r)+log(l + ^) : 

logA-logC . Milf) 
"*'** iog(l+r) =^+ log(H-r) • 

Or p est le plus grand nombre entier contenu dans , ~, , > 

Si done on d6signe par R le reste de cetie division/ T^galitS pr6- 
c£dente pourra s'^crire : 

, B . '°»('+t) . 

• '"^logO+r)-^"*" log(l-fr) ' 

.^m.. iog(i+^)=R. [8] 



.Onci9^^altra done le logarithme de (1 + y)' ^^ ^ ^^^^ ^^^'^ 

HI Jic r.'! / kr\ 

tllfi^i ^ffir.{^ +— j , et, par suite, *. 

'' 'Dbnhbiis tiiaintenant quelques applications numdriques. 

4O3«iVlpi>K»K;AT)0ils nuu^riques. Exeuple I. Calculer ce que devient un ca^ 
pUal de 8000 francs, au bout de 39 an^^ au taux de ^]r pour 100 par an, 

Formule [1] : log A = log C + n log (1 +r). 

IogC=log 8000= =3,9030900 

log (1 + r) = log (1,045) = 0,0191162904 
« iog (1 4^ r)' = 3? log (1,046) = = 0,7455353 

log A= =4,6486253; 

d'oA 'A= 44527 ',19. 

EljCEifPLB II. Si Von avait placi 1 centime d 5 pour 100, au commencement di 
Ore chritienne^ que serait-xt dShiu, \xu commencement de Vannie 1863, c'ert- 
d'dire ^^endant 1862 ans ? 

iPormule [It : ' log A = log C + W log (1 + r). 

log C = log (0,01) = = 5 

log (1+r) =ii"W|fi^li05)iiit'OiiOai<lW29907 
• i") «l0g(ll>t-fi=*'l6Witag(I,0d)iw:MnNf..M^,aj<.. =39,3234475 

' ' • ' ''!o&=At= :.'........,... =37,3234475; 
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a'oA : A=21059472X \Q^ francs (approximativement), 

nombre de 38 chiffres. 

Afin de repr^senter cette somme §norme sous une forme plus appreciable, 

calculous les dimensions d'une sphere en or, qui ^quivaut k la somme indiqu^e. 

31000 
La density de Tor est 19,5, et le prix du kilogramme d*or est — ^~ de franc. 

D^signons, pour cela, par x le rayon de la sphere en mMres ; son volume sera 

^^; son poids sera done -^ X 19500 kilogrammes; et, par suite, sa va- 

leur en francs sera -—-X 19500 x — s~' O^a^ra done: 

4ica;»X 19500X31000 
A = ^^ 1 

et, par suite : x* = 



411X19500X31000 

log 27= 1,43136376 
log A =37,3234474? 

CMog4— 10= 1,39794001 

CMogw — 10= 1,50285013 

Clog 19500— 10 = 5,70996539 

C* log 31000 — 10 = 5,50863831 



loga;»= 28,87420509, 
log X = 9,6247350; 
d'oft t «=42t4392x 10» metres. 

Ainsi le rayon de la sphere yaut k peu pr&s 4214392 kilometres; et son vo- 
lume serait, par consequent, plus de 290 millions de fois le volume de la terre. 

ExEHPLB III. QueUe est la valeur actuelle d^une sotnme de 7220 fr. payable 
dans 33 ans, VintMt itant d 5 pour 100 par cm? 

Formule [3] : log C = log A— n log (1 -|-r). 

log A = log 7220 = = 3,85853720 

log (1 +r) = log (1,05) = 0,021189299 
n log (1 +r)=33 log (1,05) = = ,69924687 

logG= = 3,15929033; 

tfoa C=1443',08. 

£t cette somme deviendra, par accumulation des int6r6ts i 5 pour 100, et pen- 
dant 33 ans, 7220 fr. 

ExBMPLB IV. line somme de 28895 fr. a U6 placie, ilya 73 ans : elle a pro- 
duit 250000 fr. Quel dtait le taux de VinterSt? 

Formule [5] : log (1 + r) = ^^LllziSiC. 
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log A = log 250000 = 5,3979400 
log C= log 28895 = 4,4608227 

log A - log C =^371173; 

log (l + r) =0,01283722; 

d'oA : 1+r =1,03000. 

Le tauz de Pint6rdt est done 3 pour 100. 

EZEMPLB V. En eombien de temps un capital de 7700 fir, detnenMl 42850 fr., 
CintMt itant d 4 pour 100 par an ? 

™ 1 rci log A — lo? C 

Formule [61 : n= —7 — rrr-T^* 

•• ' logd+f) 

log A = log 42850 = 4,6319508 
log C = log 7700 = 3,8864907 



logA— logC =0,7454601, 
log (1 + r) = log (1,04) = 0,0170333. 

*i *• *A J *• ,0,7454601 ^ ^ 

Done n est la partie entidre du quotient ^-r-—^. On trouve : 

n=43 ans, et R = 0,0130282. 

Done, formule [8] : log ^1 + j\= 0,0130282, 

Par suite : 1 + ^= 1,030453. 

Tx ,JL *»• /.nA«,rn * I. 0,030453X365 ^.« 

De lii : -7- = 0,030453, et * = -^ r-r. = 278. 

t ' 0,04 

Ainsi le temps cherch^ est 43 ans, 278 jours. 

$ II. Des annuit^s. 

403. DEFINITION. Une personne emprunte aujourd*hui une 
somme C, pour n ann6es, au laux r pour un franc : pour s'ac- 
quilter, elle paye, h la fin de chaque ann6e, une somme d6ter- 
min^e a, calcul^e de mani^re qu*apr6s n payements ^gaux k a, 
elle a tout rembours^^ capital et int^r^ts composes. La somme a, 
qu'elle donne ainsi annuellement, se nomme annuiti. 

404. Formule gEnj^rale des annuities. Proposons-nous de 
trouver la formule qui lie le capital G, Fannuit^ a/le taux r et la 
dur^e n du pr^t. 

Premiere MixHODK. Si remprunteur attcndait, pour op^rer le 
rembourseinent de sa dette, la fin de la n* ann^e, il devrait, h 
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cette 6poque (599), C (1 + r)». Mais il paye, h la fin de la prc-« 
mi^re ann^e, une premiere somme a; en avangant ainsi de 
(n — 1) ann6es ce remboursenient partiel, il se lib^re d*une 
somme dontla valeur, dans le compte final, doit 6tre ^gale k 
a (1 + ^)*"* ; car elle aurait porl6 inl6r6t, pendant (n — 1) ann^es, 
entre ses mains, s'il Tavait gard^e. De m^me la somme a, pay^e 
il la fin de la seconde ann^ey^quivaut h une somme a (1 -f-^)**'S 
pay^e h la fin des n ann^es. On verray de la m^me mani^re, 
que la somme a, pay^e k la fin de ravant-derni&re ann6e, doit 
£tre compt^e pour une valeur 6gale ci a (1 -]-r) ; et que la somme 
a, pay6e h la fin de la n* annie, entre dans le compte final 
pour sa valeur a. On jdoit done avoir I'dquation : 

C (1 +rr=a{l +r)'^+a (i+r)-«-f +a(l +r) + a. . 

Gomme le second membre, 6tant renvers6, est la somme des 
n termes d*une progression g^om^trique croissante, dont le pre- 
mier terme est a, et la raison (1 + r), on applique ia formule [7] 
du n*547, etl'ona : 

ou, en chassant le d^nominateur r, 

a{(l + r)»— l} = Cr(l+r)*. [1] 

Telle est la formule g6n6rale des annuit^s. 

405. Deuxi^me METHODS. Ou pent obtenir cette formule d'une 
autre manifere. L'emprunleur, recevant aujourd'hui une somme 
C, doit, i la fin de la premiere ann6e, C (1 +r); comme il rem- 
bourse alors une somme a, sa dette se r^duit 4 G (I +r) — a. A 
la fin de la seconde ann6e, cette dette s*est accrue des int^r^ts 
d'un an; elle est done devenue \C{l'\-r) — a] (l+0> ou 
C(i+r)*— a(l +r)\ mais alors il rembourse une nouvelle 
somme a; ce qui r6duit la dette h G (I + r)* — a (1 +r) — a, II 
est Evident, qu'ii la finde la troisi^me ann^e, ce.ttc detle qui s*est 
augment^e des int^rftts d*un an, mais qui s*est diminu^e d*une 
nouvelle annuit6 a, est ^gale iiG (l+r)*— a(l+r)*— a(l+rj— a. 
Et» & la fin de la n"* ann^e, elle est 6gale k 

C(l+r)»— a(l+r)-*— .... — a(l + r)— (i. 
Or^ h cette ^poque, elle doit 6tre nulle; ilfaut done queVexpres- 
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sion pr^cidente soit ^ale k z&ro ; et, par suite, que Ton ait 
I'^quation : 

comme dans la premiere m^thode. 

406. Remarque. On peut enfin arriyer h la £Drmule [i], sans 
avoir k sornmer une progression par quotient. Supposons, en 

efifet, qu'un individu pr6te h un autre une somme -» pour n an- 
odes. Le d^biteur devra payer, cbaque ann6e, Tint^rfit simple 
- X r ou a ; et, it la fin, il devra encore la somme emprunt^e 

-• Or, concevons que cet int6r6t soit vers^, au moment oh il est 

dft, entre les mains d'une personne tierce, charg^e de le faire 
valoir, cette demi^re recevra ainsi, par annuit^s, n sonimes 
igales it a ; et elle aura entre les mains, apr^s les n an^^es, tout 

ce dont le capital - s*est bonifii pendant ce temps. Or cette aug- 

mentation du capital est - (1 +r)» . Done cette expression 

repr^sente le total des annuit^s remboursSes; et comme, par 
bypoth&se, ces remboursements doivent acquitter la dette, on 
doit avoir : 

7(l+^)*-^=C(l+r.)", 

* 

formule qui ne difffere pas de T^quation [1]. 

407. PROBLfeMES. La formule [I] sert k r^soudre quatre pro- 
blfemes diff^rents, suivant que Ton prend pour inconnue Tune 
ou I'aulre des quatre leUres qui y entrent. 

1' Quelle annuiU a faut-il payer, a la fin de chaque annie^ pour 
amortir, enn annies, un emprunt donni C, et ses inter&ts composis^ 
le taux 6tant rpour 1 franc? La formule [i] donne : 

^Cr(l+r)- 
Pour appliquer cette formule, on calcule d'abord (1 -f r}* par 
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logarithmes; on en retranche Tunit^, ce qui donne le d^nomi- 
nateor. Puis^ k I'aide de la formule : 

.log a=log Gr + n log (1 +r) —log j (l +r)» — 1 1, 

on calcule log a, el, par suite, a. 

S"" Quelle somme C peut-on emprunler aujourcChui^ en offrant de 
la remboursery en n annief, par n annuites igaUs ia^le taux 6tant 
rpour un franc flA formule [1] donne : 

a{(l+r)'>-lt 

Mtme observation que ci-dessus pour le calcul par logarithmes. 
3"* On emprume aujourcThui une somme G, au taux r; on se pro^ 
pose de la rernbourser^ au moyen (Tannuitis igales a a ; pendant 
quel temps devra-t-on payer Vannuite? La formule [1] donne, en 
la r^solvant par rapport ^ (I + r)* : 

d'od Ton conclut : 

iogfl — log(fl— Cr) 

Jog(l + r) • ^J 

Le problfeme n*est possible, que lorsque (a — Gr) est positif ; 
car les nombres n^gatifs n'ont pas de logarithmes r£els. On voit, 
d'ailieurs, a priori, quMl doit en fitre ainsi ; car Gr repr6sente 
rint^rdt simple du capital pr6t6 ; et il est Evident que Tannuit^ 
a doit ^tre sup^rieure k cet int6r6t, pour qu'on arrive h rem- 
bourser la dette. 

Si la formule [4] donne pour n un nombre entier, ce nombre 
r^soudra la question. Mais si la division ne se fait pas exacte- 
ment, le probl^me est impossible. Cependant, on pent prouver 
que, dans ce cas, si Von ddsigne par p cl (p + 1) les deux nombres 
entiers consicutifs qui comprennent la fraction [4], un nombre p 
d*annuitis n^acquitterait pas la dette^ tandis qu'une annuite de 
plv^serait plus que suffisante. En efiet, puisque Ton a : 

P< log(i+r) <^ + ^' 
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on aara aussi : 

plog(l+r)<Ioga— log(a— Cr)<fp + l)log(l+r), 

OU log (I +r)» <log 5^< log (1 + r)»*» I 

et, par suite, (l+r)'< j^<(l+rr*. 

Onpeut encore chasser le dSnominateur, puisqu'il estpositif; 
ei il vient : (o — Cr) (1 -\-ry<a < (o — Cr) (1 + r)**^ ; 
d'oti Ton tire ais^ment : 

T t* 

Ges deux in^galit^s proqvent la proposition £nonc6e. 

Oa appliquera done, dans tous les cas, la formule [4] ; elle 
donnera le nombre p des annuit^s k payer ; s'il y a un reste, on 

calculera facilement la diflf6rence, C (1 +r)' — ^ iv -rr) — — [^ 

due au commencement de la (p + l)"* ann6e; et Ton en fera 
Tobjet d'un payement special, ou d'une convention particuli6re. 

4* On emprunte aujourd'hui une somme G, et Von $e propose de la 
rembourseTy avec ses intirits composis^ en pay ant, pendant n annies 
xme annuiUdi; quel est le taux de rintirit? 

La formule [1] est, par rapport k r, une Equation du (n4" 1)"* 
degr6, qu'on ne pent r^soudre qu'ii Taidede proc6d6s particu- 
liers. On arrive promptemenl k une valeur approch6e ^e r, en 
s'appuyant sur la remarque suivante. 

Lorsque Get a. sontdonniSy le nombre n des annuitisaugmente ou 
diminue, quand le taux r augmente ou diminue lui-rnhne. II suffit, 
en effet, pour s'en assurer, de reprendre la seconde m^thode 
(405), qui fournit la formule g6n6rale des annuil6s; on recon- 
nalt que la detle, k la fin de la premifere ann6e, G (1 +r) — a, 
est d'autant plus grande que r est plus grand ; qu*il en est de 
m^me k la fin de chaque ann^e, puisqu'on multiplie chaque fois 
la delte pr6c6dente par (1+r), et qu'on diminue enSuite le 
produitd'une quantite fixe a. Par consequent, si n payements* 
suffisent pour annuler la dette, lorsque le taux a une certaine 
valeur r, ils ne suffiront plus, lorsque le taux sera plus 61ev^.. 
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Gela pos^i reprenonsla formule [1] sous la forme : 

log a — log (a - Cr) . 

"= log(l + r) ' W 

formule dans laqnelle r est I'inGonnue. Si Ton donne arbitraire- 
ment k r uiie valeur r', et que cette yaleur soit moindre que 
celle que Ton cherche, la valeur correspondante n' de la fraction 
[4] sera moindre que la valeur donnt^e n ; et au contraire, n' 
sera plus grand quen, sir' est plus gn*and que r. Onsaura done, 
en comparant n' h n, si la valeur, attribute arbitraicement k r, 
est trop forte ou trop faible ; et Ton pourra, par suite, h Taide 
de quelques t&tonnements convenablement dirig^s, obtenir ra- 
pidement une yaleur sufBsamment approchte de r. 

408. Appucations num^riqubs. Exbmplb I. Quelle eH I'annuU^ qui amortU, 
en 51 ant, unesomme de 34600 fr.^ VinUrH itantakpour 100 par an? 

Formule [2] : log a = log Cr + n log (i + r) — log ( (1+ r)»— 1 1 , 

log(l +r) =log (1,04) = 0,0170333393 

n log (1 + r) = 51 log (1,04) = 0,8687003; 

d'oft: (l+r)»= 7*390950. 

Gelapos6: 

log Cr = logl384 = 3,1411361 

nlog(H-r)= = 0,8687003 

log I (1 + r)» - 1 } = log 6.39095 = 0,8055654 _ 

Clog 1(1 + r)--l 1—10= = 1,1944346 

loga= = 3,2042710. 

Dono: 3=1600',556. 

ExEMPLB 11. On place, an eommencement de chaque ann^e, une somme de 
50 fr. au taux de 6 pour 100 : quelle somme x devra-t-on reeevoir au bout de 
24 am? 

Formula: . = 2lli±l!!lzdl±^. 

r 

log (1 +r) =log (1,06) =0,0253058653 

(«+l) log (1 +r)=25 log (1,06) = 0,6326466; 

d'ou: (H-r)-+«=4,29187; 

or: l+r=l,06 

dono : (l + r)»**- (I +r) =3,2318?. 
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Cdaposi : 



log a = log 50= i,69897(i0 
log ( (1 +Il**'— (1 + 11 ) = log 3,t3187 = 0,5094539 
(? log r— 10 =(? log 0,06— 10 = 1 ,MI8488 



log «= 3,4302727 
Done: «=2693';n5. 

EzKKPU m. Quelle somme C paO-cn empnanter OMJourdPhui, en offrant de 
payer, pendant 37 «w, «m annuUi deKibfr.U taum Hant d 4 ^ fKwr 100 T 



Formule [3j : 

logC=loga + Iog((l + r)-— n-log(l + r)-— logr. 

log (1 + 11 = log (1,045) = 0,0191 1629 

« log (l + r) = 37 log (1,045) = 0,7073027; 

d'oft: (l+r)-= 5,09686. 

Cela pofl6 : log a = log 825 = 2,9164540 

log { (1 + r)- — 1 ) =log 4,096«6 = 0,6124512 

C»log(l+r)-— 10= =T,?926973 

Ologr— 10=C«logO,045 — 10= 1,3467875 

log C = 4,1683900; 

d'oA 6=14736^,35. 

ExEMPLB lY. En eomhien de temps une somme de 260 000 fr, sera-t-eVi 
amortie par une annuity de 10000 fr., au taux de Z - pour 1007 

1 r.^1 log a— lojf (a— Cr) . 

Formule [4] : n = —2— . ; ^ i; * 

*- ^ log (l+r) ' 

log a= log 10000 = 4 
log (a — Cr) = log 1550 = 3,1903317 

log a— log (a— Cr) = 0,8096683 

log (1 + r) = log (1 ,0325) = 0,0138901. 

-. 0,«09F6R3 ^^ 

Done: « = -^ =58..... 

o,ui38yoi "^ 



On devra done payer 58 annuit^s de 10000 fr. Mais, comme la division laisse 

un reste, la somme donnee ne sera pas amortie enti^rement. Pour terminer le 

compte, il faut calculer^ d'une part, ce qui est dii au bout de 58 ans, c*est-i- 

dire 5=260000 X (1,0^25)^; calculer, de I'autre, ce qui a 6t^ pay6 par ief 

:a f *xa- 10000 X ni ,0325)" — 1 ) , , , ..«^^ 

annuit^s, c'est-i-dire p = \',.,. *- : et prendre la diS€Teo» 

(»-P). 
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log 260000 = 5 , 41497335 log 10000 = 4 

581og (1,03^5) = 0,80562348 |log 5,39180i = 0,7317341 ^ ' 

log * = 6,22059683; C« log 0,0325— 10 = 1 ,4881166 

d'oti : . * = 1661869'. log p = §,2198507; 

De plus (1,0325)» = 6,391804. p = 1659017'. 

Done la somme qui reste due, (« — p) =: 2852 fr. 

ExEMPLE V. On emprunte aujourd'hui une somme de 35 000 fr. ; on la ftfiru 
bourse, ainsi que ses int^^ts composes, par 52 annuit^s de 1600 fr. ehaeune* 
Quel est le taux de Vint4rSt ? 

Formule [4] : n _ jj^^-qpT) • 

Supposons d'al)ord : r=0,04; il en r^sulte : a— Cr= 200. 

log a=log 1600 = 3,2041200 
log (a— Cr) = log 200 = 2,3010300 

loga— log (a - Cr) = 0,9030900; 
log {I +r)= log (1,04) = 0,0170333. 

En divisant 0,9030900 par 0,0170333, on trouve pour quotient 53, nombre plox- 
grand que 52. Done le taux est moindre que 4. 

Supposonsr= 0,035; alors a— Cr=375« 

log a=log 1600 = 3,2041200 
log (a— Cr) = log 375 = 2,5740313 

log a— log (a— Cr) = 0,6300887; 
log (1 +r) = log (1,035) = 0,0149403. 

En divisant 0,6300887 par 0,0149403, on trouve pour quotient 42, nombre beau- 
coup trop faible. Done le taux est beaucoup plus voisin de 4 que de 3 -, 

Supposons done r =0,039; alorsa— Cr= 235. 

log a = log 1600 = 3,2041200 
log (a — Cr) = log 235 = 2,3710679 

log a —log (a— Cr) = 0,8330521 ; 
log (1 +r) = log (1,039) = 0,0166155. 

Le quotient de 0,8330521 par 0,0166155 est 50, nombre trop faible : done Ic 
taux est sup6rieur a 3,90. 

Supposons r =0,0395; alors a— Cr = 217,50. 

log a= log 1600 = 3,2041200 
log (a— Cr)= log 217,50 = 2,3374593 

log a —log [a — Cr) *-'= 0,8666607 ; 
log (1 +r) = log (1 .0395) ~ 0,0168245. 

Le quotient de 0,8666607 par 0,0168245 donne 51 Le taux est done 8updri«lie 
Alo. B. I" Partie. 21 
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'4 3',95. n est done comprb entro 3',95 et 4. On le oannatt tinsi k 0^,05 prte ; 
•«et Ton peut aisSment pousser plus loin rapproximation. 

409. Gas dis rentes perp^tuelles. La valeur de Tanuuit^ 
^y destin^e k acquitter un emprunt G, dans un temps donn6 n, 
diminue quand n augmente : car, en diyisant les deux termes 
du second membra par ( 1 + 0"? la formule [2] pent s'ficrire : 

Cr 
a— : — ; 



1 — 



(l + r)- 

-et Ton voit que, plus n est grand, plus , >, est petit ; plus le 

d^nominateur est grand, et plus la valeur de a est petite. Si done 
r^poque du remboursement s'^loigne ind6finiinent, c*est-k-dire, 
si n grandit ind^finiment, la valeur de a, toujours sup^rieureii 

• Gr, puisque le d^nominateur est moindre que 1, diminue, et a 
pour limite Gr, c'est-&-dire Tint^rfit simple de la somme pr£t6e. 

«^*est le cas de la rente perp6tuelle. 



EXERCICES. 

I. Un capital de 8500 francs est placi I 4 r pour 100 : que devient-il au bout 

de 41 ans? 
Ontrouve 51663', 86. 

II. Una population de 200000 &mes augmente par an de 1 j- pour 100 : liGom- 

bien montera-t-elle dans un si^de ? 
On trouye 692681. 

III. Gombien de temps un capital de 3500 francs doit-il Mre plac^, k 5 pour 
100, pour s'^lever k la mdme somme que 4300 francs, places i 4 pour 100, pea- 
>dant 18 ans? ' 

Ontrouve 18"',75i»"". 

IV. Deux capitauz sont places k int6r6ts composes : Tun de 38000 francs, i 

4 -pour 100; Tautre de 99398 francs, k 3 -z pour 100; en combien de temps 

s'^l&Teront-ils iL la mdme somme? 
On trouve 100 ans. 

V. Quelle est la valeur actuelle d*une rente annnelle de 1500 francs, payable 
|)endant 36 ans, I'lntdrdt itant k 5 pour 100, et le premier payement devant si 
laire dans unauT 
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lAformuleest: k^ (l,05)«x0,05 ' 

et I'on trouTe 24820';33. 

YI. On veut payer une dette de 25000 francg, en 7 payements annuels ^gaux, 
rint6r6t 4tant k 4 pour 100. Quelle doit 6tre la yaleur de Tannuiti? 
On trouye 4165',16. 

VII. Quelle est Tannuiti q[ul amortit en 48 ans, un emprunt de 36000 francs, 
au tauz de 3 T pour 100 1 

On trouve 1628', 14. 

VIII. On veut acheter une rente de 3000 francs pour 91650 francs. Pour com- 
bien d'ann^es, h raison de 3 pour 100; doit-on conc^der la rente? 

On trouve 84 ans. 

IX. Quelle est la yaleur actuellO; au taux de 5 pour 100, de 24 annuit^s, dont 
la premiere est de 1000 francs, payable dans un an , et qui croissent en pro- 
gression g^omStrique dont la raison est •rrr? Galculer le montant de la demi^re- 
annuity. 



La formule est : 8 = tt— X 






rr-r-^ 



dans laquelle : • = 1000, 9 = Tq» **= 0,05, n = 24. 

On trouye : S = 50817',41. 

La demi^re annuity est de 8954',30. 

X. Un ouvrier depose, au commencement de chaque semaine, une somme a 
k la caissed'^pargne, pendant n ann^es cons6cutiyes. Quel est, apr^s ce temps, 
le montant M de son livret, le tauz 6tant r pour 1 franc, et les int^rdts se capi- 
talisant It la fin de chaque ann^e? 



on trouye : M =a (s? + ^') il±I^. 



XI. Une personne yerse, dans une banque de prevoyance, une somme v, au 
commencement de chaque annee, pendant n ann^es cons^cutives. On demande 
quelle somme a elle doit receyoir, au commencement de chaque ann^e, pen- 
dant les 2n ann^essuivantes, pour 6tre enti^rement rembours^e de ses ayances* 

r. * «(l+rr" 

On trouye : a = 



(l+r)"-i- I 



XII. Les conditions 6tant les mdmes que dans le probldme pr^c^dent, quef 
doit £tre le nombre n, pour que la somme a soit au moins egale k k fois la^ 
somme v? 
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On trouye la condition : 

d'o ik Ton dMmX unt Uioita inf^rieure ponr ik 
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